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AVERTISSEMENT. 


JLj  £  S  Leçons  suivantes  destinées  à  servir  de 
commentaire  et  de  supplément  à  la  première  par- 
tie de  la  Théorie  des  Fonctions  analytiques, 
offrent  un  cours  d^analyse  sur  cette  partie  du 
calcul  ^  qu'on  nomme  communément  irifinitési^ 
maie  ou  transcendante ,  et  qui  n^est  proprement 
que  le  Calcul  des  Fonctions, 

Ceux  qui  ont  étudié  le  Calcul  Différentiel  ; 
pourront  se  Former  dans  ces  Leçons  >  des  notions 
simples  et  exactes  de  ce  calcul  ;  ils  y  trouveront 
aussi  des  formules  et  des  méthodes  nouvelles^ 
ou  qui  n*ont  pas  encore  été  présentées  avec  toute 
la  clarté  et  la  généralité  qu^on  pourrait  désirer. 

Dans  cette  nouvelle  édition  on  a  retouché  plu- 
sieurs endroits  pour  y  mettre  plus  de  clarté  et  de 
simplicité  ^  et  on  a  inséré  différentes  additions 
dont  les  principales  se  trouvent  dans  les  Leçons 
dix-huitième  ,  vingt-unième  et  vingt-deuxième. 
Cette  dernière  contient  un  traité  complet  du  Cal- 
cul des  Variations. 
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LEÇON     PREMIERE. 

Sur  r objet  du  Calcul  des  Fonctions  ,  et  sur, 

les /onctions  en  général. 

JjE  calcul  des  fonctions  a  le  même  objet  que  le  calcul  diffe- 
îeatiel  pris  dans  le  sens  le  plus  étendu  ^  mais  il  n'est  point 
njet  aux  difficultés  qui  se  rencontrent  dans  les  principes  et 
iiOA  la  marche  ordinaire  de  ce  calcul  :  il  sert  de  plus  à  lier  le 
catcul  différentiel  immédiatement  à  l'algèbre ,  dont  on  peut 
Ère  qu'il  a  fait  jusqu'à  présent  une  science  séparée. 

On  connaît  les  difficultés  qu'offre  la  supposition  des  infini- 
ttent  petits ,  sur  laquelle  Leibnitz  a  fondé  le  calcul  différen- 
tiel. Pour  les  éviter  ,  Euler  regarde  les  différentielles  comme 
lïnlies,  ce  qui  réduit  leur  rapport  à  l'expression  zéro  divisé 
far  zéro  y  laquelle  ne  présente  aucime  idée. 

Maclaurin  et  dUAlembert  emploient  la  considération  des  li- 
ïûites  et  regardent  le  rapport  des  différentielles  comme  la  limite 
4i  rapport  des  différences  finies ,  lorsque  ces  différences  de- 
îienneiit  nulles. 

Cette  manière  de  représenter  le»  quantités  différentielles  ne 
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fait  que  reculer  la  difficulté  ;  car,  en  dernière  analyse  ,  le  rap-  * 
port  des  différences  évanouissantes  se  réduit  encore  à  celui  de 
zéro  à  zéro. 

D'ailleurs  on  peut  observer  que  c'est  improprement  qu'on 
applique  le  mot  connu  de  limite  à  ce  que  devient  une  expres- 
sion analytique  lorsqu'on  y  fait  évanouir  certaines  quantités , 
parceque  ces  limites,  après  avoir  décru  jusqu'à  zéro,  pour-' 
raient  encore  devenir  négatives.  De  même  qu'en  géométrie  y** 
cm  ne  peut  pas  dire  à  la  rigueur  que  la  soutangente  soit  la  li- 
mite des  sbusécantes ,  parceque  rien  n'empêche  la  sousécanttt' 
de  croître  encore  lorsqu'elle  est  devenue  soustangente.  ^ 

Les  véritables  limites,  suivant  les  notions  des  anciens,  sont 
des  quantités  qu'on  ne  peut  passer,  quoiqu'on  puisse  s'en  ap-1 
procher  aussi  près  que  l'on  veut  ;  telle  est,  par  exemple,  ]f 
circonférence  du  cercle  à  l'égard  des  polygones  inscrit  et 
circonscrit ,  parceque ,  quelque  grand  que  devienne  le  nombn^ 
des  côtés ,  jamais  le  polygone  intérieur  ne  sortira  du  cercle,  ni| 
l'extérieur  n'y  entrera.  Ainsi  les  asymptotes  sont  de  véritablM 
limites  des  courbes  auxquelles  elles  appartiennent,  etc.        l 

Au  reste  je  ne  disconviens  pas  qu'on  ne  puisse  ,  par  la 
9Îdération  des  limites  envisagées  d'une  manière  particulière 
démontrer  rigoureusement  les  principes  dn  calcul  différ 
comme  Maclaurin ,  à*Alembert  et  plusieurs  autres  aut 
après  eux  l'ont  fait.  Mais  l'espèce  de  métaphysique  que  1* 
est  obligé  d'y  employer ,  est  sinon  contraire  ,  du  moins  é 
gère  à  l'esprit  de  l'analyse  qui  ne  doit  avoir  d'autre  métaph 
sique  que  celle  qui  consiste  dans  les  premiers  principes  et 
tes  premières  opérations  fondamentales  du  calcul. 

A  l'égard  de  la  méthode  des  fluxions ,  il  est  vrai  qu'on 
ue  considérer  les  fluxions  que  comme  les  vitesses  avec  lesqueDi 
les  grandeurs  varient ,  et  y  faire  abstraction  de  toute  idée 
içanique  ;  mais  la  détermination  analytique  de  ces  vitesses 
pend  a&ssi ,  dans  cette   méthode ,   de  la  considération 
quantités  infiniment  petites  ou  évanouissantes  ;  elle  est 
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LEÇON     PREMIÈRE. 

■ 

Sur  t objet  du  Calcul  des  Fonctions  ^  et  sur 

les  Fonctions  en  général. 

JLlE  calcul  des  fonctions  a  le  même  objet  que  le  calcul  difTé- 
rentiel ,  pris  dans  le  sens  le  plus  étendu ,  mais  il  n  est  point 
lajet  aux  difficultés  qui  se  rencontrent  dans  les  principes  et 
,  danfli  la  marche  ordinaire  de  ce  calcul  :  il  sert  de  plus  à  lier  la 
calcul  différentiel  immédiatement  à  l'algèbre ,  dont  on  peut 
dire  qu'il  a  fait  jusqu'à  présent  une  science  séparée. 

On  oonnnt  les  difficultés  qu'offre  la  supposition  des  infini- 
ment petits ,  sur  laquelle  LeibnUz  a  fondé  le  calcul  différen- 
tiel.  Pour  les  éviter ,  Eider  regarde  les  différentielles  comme 
anlles ,  ce  qui  réduit  leur  l'apport  à  l'expression  vagtiie  et  inin^- 
îgjble  de  zéro  diyisé  par  zéro. 

Madaunn  et  d^jUembert  emploient  la  considération  des  li-« 
et  regardent  le  rapport  des  différentielles  cô'mni^  la  limite 
rajqport  des  différenciés  £uaies^  lorsque  ces  différences  de» 
viannent  milles. 

Cette  maniëre  de  représenter  les  quantités  différentielles  ne 
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diatement  le  cléyeloppement  des  fonctions ,  sans  employer  U 
circuit  métaphysique  des  infiniment  petits  ou  dés  limites  ;  et 
t*est  ramener  le  calcul  différentiel  i  une  origine  purement 
algébrique ,  que  de  le  faire  dépendre  uniquement  de  Ce  dév^* 
loppement. 

.    Mais  à  la  naissance  du  calcul  différentiel ,  on  li*ayait  pas  ei^ 
core  une  idée  assez  étendue  de  ce  qu'on  entend  par  fonction. 

Les  premiers  analystes  n'avaient  employé  ce  mot ,  que  pour 
désigner  les  différentes  puissances  d'une  même  quantité  ;  on  ea' 
a  ensuite  étendu  la  signification  à  toute  quantité  formée  d'unt^ 
manière  quelconque  d'une  autre  quantité  ;  et  il  est  aufourdlifA 
généralement  adopté  pour  exprimer  que  la  valeur  d'une  quan^ 
tité  dépend  y  suivant  une  loi  donnée ,  d'une  ou  de  plusieuxt 
autres  quantités  données.  i) 

Sous  ce  pmnt  de  vue  on  doit  regarder  l'algèbre  comme  M 
•cience  des  fonctions ,  et  il  est  aisé  de  voir  que  là  résolutlnd' 
des  équations  ne  consiste  y  en  général ,  qu'à  trouver  les  valenn' 
des  quantités  inconnues  en  fonctions  déterminées  des  quantitâ^ 
connues.  Ces  fpnctions  représentent  alors  les  différentes  opérf 
tions  qu'il  faut  faire  sur  les  quantités  connues  pour  obtenir  Ut 
valeurs  de  celles  que  Ton  cherche  ^  et  elles  ne  soïit  propremes' 
que  le  dernier  résultat  du  calcul.  '^ 

Mais^  en  algèbre^  on  ne  considère  lès  fonctions  qu'aùttfr 
qu'elles  résultent  des  opérations  de  Variliimétique  y  génévadlséi 
et  transportées  aux  lettres ,  au  lieu  que  dans  le  calcul  des  fendf 
lions ,  proprement  dit ,  on  considère  les  fonctions  qui  résultsir 
de  l'opération  algébrique  dii  développement  en  série  lorsq1t^al 
attribue  à  tme  ou  à  plusieurs  quantités  de  la  fonction,  des  aA 
croissemens  indéterminés.  !^ 

Le  développement  des  fonctions,  envisagé  d'une  mani^ 
générale ,  donne  naissance  aux  fonctions  dérivées  de  différip 
ordres  ;  et  l'algorithme  de  ces  fonctions  une  fois  trouvé ,  tf" 
jpeut  les  considérer  en  elles-mêmes  et  indépendamment  des  ir 
ries  d'où  elles  résultent.  Ainsi  une  fonction  donnée  étant  if^ 
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paàie  comme  primitive ,  on  en  peut  déduire  par  des  règles 
amples  et  unifi^rmes  d'autres  fonctions  que  j'^pelle  dérivées  ; 
et  lorsqu^on  a  une  équation  quelconque  entre  plusieurs  varia- 
bles, on  peut  passer  successivement  aux  équations  dérivées^ 
et  remonter  de  celles-ci  aux  équations  primitives.  Ces  trans- 
formations répondent  aux  différentiations  et  aux  intégrations  ; 
mais  dans  la  tibéorie  des  fonctions  elles  ne  dépendent  que  d'o- 
pérations purement  algébriques ,  fondées  sur  les  simples  prinr* 
àpes  du  calcul. 

Les  fonctions  dérivées  se  présentent  naturellement  dans  la 
{jiométrie  ^  lorsqu^on  considère  les  aires ,  les  tangentes ,  les 
ntfons  osculateurs ,  etc  ;  et  dans  la  mécanique ,  lorsqu'on  con- 
«dère  les  vitesses  et  les  forces.  Si  on  regarde  par  exemple 
l'aire  d'une  courbe  conmie  fonction  de  l'abscisse ,  l'ordonnée 
ea  est  la  première  fonction  dérivée  ou  fonction  prime  ;  le 
npport  de  Tordonnée  à  la  sontangente ,  est  exprimé  par  la 
fimction  prime  de  l'ordonnée,  et  parconséqnent  par  la  se- 
Cûnde  fonction  dérivée  on  fonction  seconde  de  l'aire  ;  le  rayon 
OKulateur  dépend  des  deux  premières  fonctions  dérivées  de 
Fordonnée  ,  et  ainsi  de  suite.  De  même ,  en  regardant  l'espaça 
'  parcouru  comme  fonction  du  temps ,  la  lotesse  en  est  la  fonc* 
tien  prime  et  la  force  accélératrice  en  est  la  fonction  seconde. 
Ce  n'est  peut-être  pas  un  des  moindres  avantages  du  calcul  des 
finctions  de  fournir  pour  ces  élémens  de  la  géométrie  des 
courbes  et  de  la  mécanique ,  des  expressions  aussi  simples  et 
faleTKgibles  que  le  sont  les  expressions  algébriques  des  puis- 
.liiices  et  des  racines. 

Lorsqu'on   envisage  une  fonction  relativement  à  une  des 

ipiantités  qui  la  composent ,  on  fait  abstraction  de  la  valeur  de 

cette  quantité ,  et  on  ne  considère  que  la  manière  dont  elle 

^eotre  dans  la  fonction,  c'est-à-dire,  dont  elle  est  combinée 

^tvec  elle-même  et  avec  les  autres  quantités.  Ainsi  la  fonction 

W  censée  demeurer  la  même ,  tandis  que  cette  quantité  varie 

'■ne  manière  quelconque ,  pourvu  que  les  autres  quantités 

trec  lesquelles  elle  est  mêlée  ^  demeurent  constantes.  Ce  qui 
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introduit  naturellement ,  par  rapport  aux  fonctîont  ;  la'dii-* 
tinction  des  quantitia  en  variables  et  constantes. 

Dans  l'algèbre  ordinaire  on  distingue  simplement  les  quan- 
tités çn  connues  et  inconnues  ,^t  on  a  coutume  de  désigner 
les  unes'  par  les  premières  lettres  de  Talphabet ,  et  les  autres 
par  les  dernières.  L'application  de  l'algèbre  à  la  théorie  des 
courbes  a  fait  4'abord  distinguer  les  quantités  qui  entrent  dani' 
l'équation  d'une  courbe  en  données^  telles  que  les  axes ,  les  pa* 
ramètres^  etc.  et  en  indéterminées,  telles  que  les  coordonnées. 
Depuis  on  a  envisagé  ces  mêmes  quantités  sous  l'aspect  .plu«  . 
naturel  de  constantes  et  de  variables  ;  et  la  considération  des. 
fonctions  porte  naturellement  à  regarder  sous  ce  même  point, 
de  vue  les  différentes  quantités  qui  les  composent. 

Nous  appellerons  donc  simplement  fonction  d'une  ou  de* 
plusieurs  quantités^  toute  expression  de  calcul  dans  laquelle 
ces  quantités  entreront  d'une  manière  quelconque^  mêlées  ou 
non  avec  d'autres  quantités  regardées  comme  ayant  des  valeurr 
données  et  invariables ,  tandis  que  les  quantités  de  la  fonction, 
«ont  censées  pouvoir  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles. 

Nous  désignerons  ordinairement  les  variables  des  fonctions 
par  les  dernières  lettres  de  l'alphabet  x ,  j^ ,  etc. ,  et  les  cons- 
tantes par  les  premières  a,  b,  c,  etc.  Et  pour  marquer  unot 
fonction  d'une  seule  variable  comni^  o:^  nous  ferons  simplement 
pççéder  cette  variable  de  la  lettrç  caractéristique  /ou  F',' 
mais  lorsqu'on  voudra  désigner  la  fonction  d'une  quantité  déjà 
composée  de  cette  variable  ,  comme  oc^  ou  a  +  bx  etc. ,  ott 
renfermera  cette  quantité  entre  deux  parenthèses.  Ainsi /^r 
désign^a une  fpnction  de  a; , / (x*) ,  / (a  +  6x) ,  etc. ,  dési-^ 
gneront  des  fonctions  de  x*,  de  a-j-bx,  etc. 

Pour  marquer  une  fonction  de  deux  variables  indépendante! 
comme  X,  y,  nous  écrirons  /  (x,  j^),  et  ainsi  des  autres.- 
ILiorsque  nous  voudrons  employer  d'autres  caractéristiques,' 
jjQij8..aurQus  soin  4'ea  ayertir, 
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Sideux  fiDoctioiiB  de  deux  yariables  diffërenteB,  ^  i^i  c'est- 
i#»/riiiie  d*x  wYmtn  A*y;  «cmt  icômpoiÀBs  dé  la  mlm** 
minière  et  ayee  les  mêmes  constantes^  ces  fonctions  seront 
pireines  et povropt  être  dési^qées -dans  nn  mênçrcalcul  par 
h  mêoMi  canctéristique  ;  ainsi  yô:  et  fy  seront  deux  fonctions 
pefeiQes  qoi  deyiendront  ideptiqnes  en  faisant  y^x.  .Mais  ^ 
iBs'deiiz  finictions  l&tant  composées  de  la  même' manière ,  Vuf 
iwHanteii  qu'elks  oontieniient  sont  différentesy  alors  on  -no 
pp^ira  pbis^  généralement  parlant,  les . ]3e|ir^Bei|ter  par. la 
mtaut  caracféiistiqtte  dans  le  cours  4*nn  même  calcul.  Cçpen» 
das^  si  les  denx  fonctions  ne  diffèrent ,  par  exiemplê  /igoe  par 
la  ydiiar  d'une  constante  ,  qui  serait adans  IHae  at  b  dans 
Fantro  »  on  pourra  encore  les  désigner  par.  la  tnôme  carac|:é- 
rirtique,  en  les  représentant  ^paifÇ^x,  a),  ^fiy,  &)» 
oomnie  des  fonctions  pareilles  de  x,a^etdey,  b.  Ainsi  dana 
ce  oasy  les  quantité  a  et  i  entreiront.  aussi  dans  Fesqiressiqn  âô- 
ktiigmon^  parcequoi  quoique  oonstsntes  dans  cluiqnefeod^ 
tionV  dks  .penyeut  être  regardées  comme,  rariables  **diua' 

ftootk»  1  rantré.  /^ 

s  ' 

Noos  n'entrerons  ici  dans  aucun  détail  sur  let  diflp&rentes 
famés  des  fonctions  ;  mais  nous  allons  considérer  la  dériva^' 
tion  des  fonctions  les  unes  des  autres,  dans  laquelle  çoim' 
rifte  proprement  le  calcul  des  fonctions. 


•/  ' 


t  .    j* 


CALCUL 


L  E  Ç  ON    SECONDE. 

Sur  le  développement  d'une  Fonction  d'un& 
0)ariable  ^  lorsqu'on  attribue  un  accroisse^ 
ment  à  cette  variable^  Loi  générale  de  ce 
développement.  Origine  des  Fonctions  dé^ 
rivées^  Différons  ordres  de  ces  Fonctions^ 
Leur  notation.  '^ 

VJJONSIDERONS  Une  fonction  j^  d'une  variable  quelconque  x^ 
Si  à  la  place  de  x  on  substitue  x+  i,  i  étant  une  quaiK' 
tité  quelconque  indéterminée,  elle  deviendray^(x+£),  et 
par  la  théorie  des  séries  on  pourra  la  développer  en  une 
suite  de  cette  forme  ^-j- jj3-f.i«<^-f.iV+,  etc;  dans  Ut- 
quelle  les  quantités  p,  q y  r,  etc.,  coeiHciens  des  puissances 
de.  i,  seront  de  nouvelles  fonctions  de  j?,  dérivées  de  la  fono« 
tion  primitive  fx^et  indépendantes  de  la  quantité  i. 

Il  est  clair  que  la  forme  des  fonctions  p,  q,r,  etc.,  dé- 
pendra uniquement  de  celle  de  la  fonction  donnée^;  et  on 
déterminera  aisément  ces  fonctions ,  dans  les  cas  particuliers  » 
par  les  règles  de  l'algèbre  ordinaire ,  en  développant  la  fonc- 
tion dans  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  i. 

Cette  dérivation  des  fonctions  est  une  opération  d'algèbre 
plus  générale  que  l'élévation  aux  puissances  et  l'extractiou 
des  racines  ;  et  les  principaux  problêmes  d'analyse,  de  géo— 
xnétrie  et  de  mécanique  en  dépendent ,  comme  on  Ta  mon-», 
tré  dans  la  Théorie  des  Fonctions  cmcdytiques. 

Mais^  pour  ne  rien  avancer  gratuitement  >  nous  commence*^ 
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nos  pv  examina  la.fonpe  même  de  la  férié»  qpx  doit  ré- 
iJBV  dn  déirmçp0iiioiit  06^"  tcnite  tonctioii  ^ry  lonan'cii  t 
■Jbiiitiie  x-^iwoi  liea  dé  x;,  M  ^e  ncnu  Mipj^ioaoïis  ne  de- 
idr  Gcmteiiir  que  des  ptûsfluices  entièm  etpedÂrwdei.  Cett* 
flfpeatkni  m  vérifie  en  effet  p«r  le  défAfppvamit  dee  diffé* 
li4e».  fynfctàot^  connnee;  mû»  personne  que  je  sMb#,  n'ciait 
iWffc^A  l4  démontrer  à  priorij  ce  qni  me  pnettnémmoise 
ÇMep|.phieiiécessairB  qa'il  j  «des  cas  peirtiGa]iBns.aftdle 
{Mpe  p98e:voir  fieu* 

Is  ime' d'abord  démôiftrer  qa»>  dans  la  sériç  ^Tésnlis 
èi  déreloppement  d'une  fonction /"(or  4- 0>  ^  ne  peat  si 
tonner  aucune  puissance  firactionnaire  .dei^  .i  moii|S.cp*oa 
as  donne  i  «  des  faleurs  pardcuBàres. 

En  effet  il  est  dair  que  les  tadioanz  de  >  ne  pouiaienl 
isnir  qae  des  ndicanx  renfermés  dans  la  fbnctkni  lùkmBfx^ 
ft  j|[  Mt  qlav:  ion  même:  temps^  que  la  snbstitiitioa  de  x-f  * 
«BM^d^x.ne  poiirrait  ni  au^i^ienter  ni  diminuer  le  nombra 
fcwMJraÉtey  ni  en  changer  lé  natarr,  tant  que  j&  et  s  seront 
du  qnantitéa  indéterminées.  D'un  autre  cdté .  on  sait  par  la 
flUksie  des  équations»  que. tout  radical  a  autant  de  valeurs 
dUirentes  ni  plus  ni  moins  qu'il  j  a  d'unités  dans  son  ex- 
posant ,  et  que  tonte  fonction  irratiouiene  a  parconséquent 
sntant  de  yaleurs  différeotes  qu'on  peut  faire  de  comlnnaî* 
ans  des  différentes  YSleurs  des  radicaux  qu'elle  renferme» 
DoDC^  si  le  déreloppemçiftde  la-fonction/(â?-f'Op<yu^ût 

•■        .'JJ  

eoatenir  un  terme  de  la  forme  ui*^  la  fonction /a;  serait  né^ 
cessairement  irrationneHe  ,  crt*  aurait  parconséquent  un  cer- 
tain nombre  de  valeurs  différentes,  qui  serait  lei même  pour 
fonction  fioc+i),  ainsi  que  pour  son  développement.  Mai^ 
^  développement  étant  représenté  par  la  série 

à»qa9  valeur  de  ^  se  combSnersSt  avec  chacune  des  valeurs 
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du  radical  (/i"*;  de  sorte  que  la  fonction  j  (a? -f-i)  déyeIop<*> 
pée  aurait  plus  de  valeurs  différentes  que  la  même  fonction 
non  développée;  ce  qui  est  absurde. 

Cette  démonstration  est  générale  et  rigoureuse^  tant  que 
a?  et  i  demeurent  indéterminés.  Elle  cesserait  dé  Têtre'^  si 
Ton  donnait  à  x  des  valeurs  déterminées;  car  il  serait  pot-^ 
flible  que  ces  valeurs  détruisissent  quelques  radicaux  dans ^,' 
qui  pourraient  néanmoins  subsister  dans  ^ (^  +  0-  ^ous  exa- 
minerons à  part  ces  sortes  de  cas  et  les  conséquences  qui  en 
résultent. 

Nous  venons  de  voir  que  le  développement  de  la  fonction 
y(ap+i),  ne  saurait  contenir  en  général  des  puissances  frac* 
tionnaires  de  £',  il  est  facile  de  voir  aussi  qu'il  ne  pourra  cqii« 
tenir  non  plut  des  puissances  négatives  de  L 

Car^  si  parmi  les  termes  de  ce  développement^  il  y  ea 

T 

avait  un  de  la  forme  -^^  m  étant  un  nombre  entier  positif; 

en  faisant  î=o.  ce  terme  deviendrait  inSni;  donc  la  fonc- 
tiony  (j:  -^-ï)  devrait  devenir  infinie  ,  lorsque  £=o  ;  parcon* 
séquent  il  faudrait  que  fx  devint  infinie  ,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  que  pour  des  valeurs  particulières  de  x. 

Nous  sommes   donc  assurés  que  fx  exprimant  une  fonc-' 
tion  quelconque  de  x ,  la  fonction  jf  ^x+i)  peut,   généra-r 
lement  parlant  ^  se  développer  en   une  série  de  cette  forme , 

dans  laquelle  p,  7,  r,  etc. ,  seront  de  nouvelles  fonctions  de  x 
dérivées  de  la  fonction  primitive  fx. 

Quoique  la  forme  de  ces  fonctions  dérivées  dépende  éssen- 
tieliement  de  celle  de  la  fonction  primitive ,  il  règne  néan- 
moins entre  elles  une  loi  générale  que  nous  allons  exposer. 

Suppo^Qns  que  llndétenuinéie  a?  eoit  changée  en  x-f-ix,^ 


i»ES   rojiCTiOlis; 

»  ■  •  ■       ■  ■ 

Celte  înqKreaKOB  da  dévétoppemirot  de/^ag^"*)  *  l'wui* 
tnge  àe  fidro  toir  comment  les  termes  de  la  sérié  dépendwi 
ks  mu  des  antres,  et  siirtoiit  ommnent ,  hmqa^aa  •ttt£ar<« 
mer  la  première  fonction  dériyée  d*ime  fimction  primhim 
qiidconqae»  on  pent  fonnertontee  les  fonctions  dérirées^os 
la  série  rei^ime.. 


NoQs  aliéneront  là  fimction  fx.  fbncîièfri  pnOiidifé ,  pat 
npport'anx  fbnctiotis  fx,  jx^  etc.,  tpA  an  dAtffintj  éf 
nooB  appellerons  ceHes^ ^nctioiu  dérivées,  parnyport  à 
cde-tt.  Nons  nommerons  àj9  pins  la  fonction  dérirée/^o?, 
pnmièn  finctàon  dénuée^  ùvc  fonction  dérivée  du  premier 
ordre,  on  simplement  ^bnc^îon  prime;  la  fonctiony*j?^  dé»* 
mée  àt  celle*d,  seconde  fonction  dérivée ,  ôti  fonction  dé* 
rivée  du  second  ordre  ,  ou  simplement  fonction  seconde  ; 
la  fonction /*x,  dériyée  de  là  précédente,  troisième  fine-* 
tion  dérivée,  ou  fonction  dérivée  du  troisième  ordre,  on  sim- 
^ement  fonction  tierce ,  et  ain^  de  snite. 

Mais  nous  entendrons  toujours,  fos'^ fonction  dérivée  sim- 
plement, la  première  fonction  dériyée,  et  ^dir  fonction pri^ 
native^  celle  d'où  €;Qe  est  censée  dérivée. .  Nous  leur  don- 
aérons  aussi  quelquefois ,  pour  plus  de  simplicité ,  le  simple 
nom  de  dérivées ,  ou  de  primitives. 

Si  la  fonction  primitive  n  est  pas  représentée  par  la  carac« 
téiistiquey^  mais  par  une  autre  variable ,  conune  lorsqu'on 
OBEffosey  fonction  de  x,  donnée  par  une  équation  quelconque 
entre  x  et  y  ;  alors  on  .pourra  dénoter  de  même  ses  fonctione 
dérivées  par  des  accens  ou  traits  appliqués  à  la  lettre  y  ,  et 
ipi» appeler  sknpleiment y  pri7iie^;;fi9C(>m2s,  tierce,  etc^ 
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fx  4"  ïp+  i*7  +  *''*+  ^^-^  +  ®*^-  » 
-j-  op  4"  'op  +  i^oç'  4"  ^^^'^  +  etc .  y 
etc. 

Ce  résultat  doit  être  identique  avec  le  précédent^  indé^ 
pendamment  dés  valeurs  de  f  et  de  o  qui  peuvent  être  quel-* 
conques  ;  il  faudra  donc  que  les  termes  affectés  des  même» 
puissances  et  produits  de  i  et  o  soient  identiques  en  particulier. 
'on  aura  les équatioiis  identique^ 


SLq-:=Lp\    3r=9',   4^  =  /,   etc.; 
d*où  Ton  tire 

<l'=^\p\  ^=T9'*  ^=T^>  c*c. 

^ 

Dénotons  en  général  par  fx  la  fonction  p  dérivée  de  IjI 
fonction  fx,  en  mettant  un  accent  à  la  caractéristique  y* ^ 
pour  indiquer  là  dérivation  de  la  fonction.  Dénotons  de  même 
par  f^x  la  fonction  dérivée  de  la  fonction  fx,  en  ajoutant 
un  accent  à  la  caractéristique y*^  de  la  fonction  y^x  d*oùelle 
est  dérivée.  Dénotons  pareillement  par  fx  la  fonction  dé- 
rivée àtfxy  et  ainsi  de  suite.  / 

Ces  {onctions  f'Xffxy  f^x,  etc. ,  ne  seront  autre  chose 
que  les  coefficiens  de  i  dans  les  premiers  termes  des  dévelop^ 
pemens  de^  fonctions  /(xH-i)»  /' (^  +  0>/"  (^+*)  ®*^- 

On  aura  ainsi  p  rzs/'a? ,  et  comme  j/  est  la  fonction  dé- 
rivée de  p,  on  aura  p'-rrifxy  et  parconséquent  qi=i\f"x» 
Ensuite  (f  étant  la  fonction  dérivée  de  ç ,  on  aura  <f  =  î/^^> 
,et  parconséquent  rz=^^fx\  et  ainsi  de  suite. 

« 

Donc  substituant  ces  expressions  dans  la  série 
qui  est  le  développement  4é /(«  +  *)»  oï^*^*^®*^^^"*'*'* 


■^: 
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ftiiidameiitale  ;  

Cette  expression  do  développement  àef(x-t-i)  a  l'araïf 
tige  de  faire  voir  comment  les  tennes  de  la  série  dépendent 
\ts  uns  des  autres,  et  surtout  comment ,  lorsqu'on  sait  for- 
mer la  première  fonction  dérivée  d'une  fonction  prinûtivs 
quelconque  ,  on  peut  foncer  toutes  les  fonctioiis  dérivées  ^s 
la  lérie  renferme. 

Nous  appellerons  la  fonction  fx  fonction  primitive  ,  par, 
tapport'aux  fonctions /"x,  fx,  etc.,  qui  en  dérivent;  et 
BOUS  appellerons  celles-ci  ybncif on j  dérivées,  par  rapport  i 
celle-là.  Noui  nommerons  de  plus  la  fonction  dérivée  yx, 
première  Jonction  dérivée ,  ou  fonction  dérivée  du  premier 
ordre  ,  ou  simplement  fonction  prime  ;  la  fonction  y*a;,  dé- 
rivée de  celle-ci ,  seconde  fonction  dérivée  ,  ou  fonction  dé- 
rivée du  second  ordre  ,  ou  simplement  fonction  seconde  ; 
la  fonction  fx ,  dérivée  de  la  précédente  ,  troisième  fonc- 
tion dérivée,  ou  fonction  dérivée  du  troisième  ordre,  ou  aim- 
plement  _/t>ncliora  tierce,  et  ainsi  de    suite. 

Mais  nous  entendrons  toujours  par  fonction  dérivée  sim- 
plement,  la  première  fonction  dérivée,  et  par  fonction  pri- 
mbve,  celle  d'où  elle  est  censée  dérivée.  Nou.^  leur  don- 
nerons aussi  quelquefois ,  pour  plus  de  simplicité ,  le  simpla 
Dom   de  dérivées  ,  ou  de  primitives. 

Si  la  fonction  primitive  n'est  pas  représentée  par  la  carac- 
tïriïtiquey,  mais  par  une  autre  variaLle ,  comme  lorsqu'on 
fuppose  y  fonction  de  x,  doniiL'e  par  une  équation  quelconqua 
entre  x  et  _j'  ;  alors  on  pourra  dénoter  de  même  ses  fonction* 
dérivées  par  des  accens  ou  traits  appliqués  à  la  lettre  y,  et 
11»  appeler  simplement^  prims^  jeconffs,  tierce,  etc. 
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Ainsi  j^  étant  Regardée  comme  une  fonction  quelconque  de  jif^ 
eei  fonctions  dérivées  seront  représentées  parj^,y,jr"',  etc.  ; 
de  sorte  qné^  étant  la  fonction  primittye^  ^.  sera  sa  fonction 
dérivée  du  premier  ordre  y  ou  fonction  prime ,  y^  sera  la  fonc-^ 
tion  dérivée  du  second  ordre  ou  fonction  seconde ,  etc.  »  et  on  les 
nommera  y  pri/ne,  y  seconde,  etc. 

Dé?  cette  manière  x  devenant  x  -f^rla  valeur  de^  de- 
viendra 

En  général^  si  on  a  une  expression  quelconque  en  x^y^etc.  ^ 
on  pourra  désigner  ses  fonctions  dérivées  par  des  traits  appliqués 
i  la  mên^e  esqpression  renfermée  entre  deux  parenthèse». 
Ainâ 


d-±€x+gyj 


d^ex+gy, 

représentera  la  première  fonctipn  dérivée  de  Texpression 

a  +  bx  -j^cy 
d  +  ex+gy* 

(a  +  bx^  cyY 
d  +  ex+gy) 

représentera  la  seconde  fonction  dérivée  de  la  même  expressîort^ 
et  ainsi  de  suite. 

Et  si  l'on  a  une  fonction  de  plusieurs  variables  x^y,  etc. , 
«exprimée  en  général  par/(  x ,  jr . . .  ) ,  on  dénotera  ses  fonctions 
dérivées  relatives  à  toutes  ces  variables,  en  appliquait  un, 
deux,  etc. ,  traits  à  la  caractéristique/;  ainsi/  ix,y. . .)  dé- 
notera sa  fonction  prime,/*  (•»>  J' . .  0  safonction  seconde,  etcf. 

Quoique  les  fonctions  dérivées  doivent  leur  origine  au  déya-^ 
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lofipamt  de  la  fenction  primitiye  lonqa'on  «ugnitiita  la  t«- 
iûb|p.d*iine  quantité  qaelocmcpia  iy  on  voit  {POiéim  sont  iodé- 
poiointesw  cette  même  quantité  qui  ne  sert  ^  pour  ainsi  dira  ^ 
que  coname  un  outil  pour  former  ces  fonctions.  Ainri,  dès  qn*oa 
ana  troiivé,  par  la  oonndération  du  premier  ternie  du  déyelop- 
pement ,  des  règles  générales  pour  passer  d'une  fonction  primi- 
tiie  i  la,foaction  dériYée»  on  pourra  faire  abstraction  de  tout 
déielbppenient*^  et  regarder  la  déri?ation  des  fonctions  comme 
mm  mofoMm  ii^ration  d'algèbre  pins  générale  et  d*une  beau* 
coup  pins  grande  étendue  que  Félévation  aux  puissances. 

Ceux  qui  savent  le  calcul  différentiel  n'auront  pas  de  peine 
àssoooMiiicreqaeles  fonctions  dérivées/^Xy^x^  ctc^,^«  eue.,' 
nfiéaîfcm  n^  quantités  qu'on  désigne  dans  ce  câdtel^pÉlr    ' 


iCte. 


éA  aim(  des  Jiutree  e:ii9resiiDns  sembUifes. 
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LEÇON     TROISIÈME. 

Fonctions  dérivées  des  puissances.  Dé^etop^ 
pemenù  d*une  puissance  çuelcon^ue  d^um 
binôme. 


tï 


JruiSQVE  toute  fonction  dérivée  du  premier  ordre /'jp,  n*eftî 
autre  chose  que  le  coefficient  de  i  dans  le  développement  de  la 
fonction  primitive  fx^  après  la  substitution  de  x  rf-  ^  à  laplac9 
de  X ,  il  s'ensuit  que  la  recherche  de  la  fonctioa  dérivée  d'una» 
puissance  quelconque  x^,  se  réduit  à  trouver  le  terme  affecta 
de  i  dans  le  développement  de  la  puissance  {p^^iy  suivant  lea 
puissances  de  î. 

Lorsque  Fexposant  m  est  un  nombre  quelconque  entier  ou 
fractionnaire ,  positif  ou  négatif,  on  démontre  facilement  par 
les  premières  opérations  de  l'algèbre,  que  les  deux  premiers 
termes  de  la  puissance  m  du  binôme  x+/,  sont  jr™+ma:"""*i5 
ainsi  lorsque  ^ssx"* ,  ou  =  Ax^^  A  étant  un  coefficient  cons- 
tant quelconque  ^  on  aura 

m  étant  un  nombre  quelconque  rationnel. 

Comme  tout  nombre  irrationnel  peut  être  renfermé  entre  deH 
limites  rationnelles  aussi  resserrées  que  Ton  veut,  on  en  pourrait 
conclure  tout  de  suite  la  vérité  du  résultat  précédent  pour  una 
valeur  quelconque  irrationnelle  de  m,  puisqu'on  peut,  en  ressers 
rant  les  limites ,  diminuer  Terreur  à  volonté.  Mais  comme  il  est 
plutôt  question  ici  de  la  forme  même  de  la  fonction  dérivée  ^ 

qua 
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iffti»  BU  yaleur  absotàè  clans  chaque  cas  particulier,  ncyu^, 
*èDojito»  pour  ne  Aea  kisset  à  désirer  sur  cette  ptoposîtioA^ 
fetiÉhàettâde,' âmyA  en  donner  tine  âétnônitniidbii  anssi  gfr^. 
AMe  qae'rigpùraiiBè. 

Foisqaa 

.  •         ■  ».  .1 

|pktH^<fl^^l'^)>niÂ  on  £ihpoiir  abréger  •Î  3=s  #^  il 

itigtà.  de  trouver  lè  coelBicient  de  »  dans  le  déyelûppement  dé  x. 
(i^)»;  quel  que  soit  jTexpbsant  m.  Or^  Ijlael  qtae  poisse  6tm 
te  teodBcient,  cottinie  il  doit  être  indépendant  de  »,  il  est  clait 
fil  ne  pent  èti^  qu'une  fonction  de  m,  piusqué  rezprèSsiôh 
li|  Ô+»)*'  ne  contient  que  léé  deux  indéterminées  i»  et  rm  On 
^1  fonsadonc  le  reprétfsnter  en  général  par  Fm,  la  caractéri^ 
A  t||n  F  désignant  une  fonction  déterânnée ,  nuds  inconnue. 
ti|  lîm,  oomine  en  faisant  fiinul,  la  quantité  (^  1 4'^)'*  devient 
i":si,onSn£ni 

■s 

(  1 +»)*■=  1 4- •  J^y»  +  etc. 
>arl    On  aura  donc  aussi,  pour  un  autre  exposant  quelconque  n^ 

(  1  + 1»  )"  £=1  -f-  »F»  +  etc. 
Koltîpliant  ensemble  ces  deux  équations,  on  aura 
(  1  +  #  )"'^=  1 -I-»  (Fm  +  F/t) -l-etc. 
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Csrladiéorie  dçs  puissances  repose  uniquement  sur  ce  priii'* 
ope  que  a™  X  û"  ==  a"*"*^  >  quelles  'que  soient  les  quantités 
•}  m ,  n ,  et  om  peut  même  dire  que  c'est  dans  ce  principe  que 
coDsiste  l'essence  des  puissances ,  lorsque  les  exposans  ne  peuvenj^ 
toe  esiprimés  par  des  nombres. 

Ainsi  Fm  +  ^"'  ^^^^  le  '  coefficient  de  a  dans  le  déyelop«« 
lOBent  de  la  puissance  (  i  4~  ^  )'"]!'"•  Mais  ce  coei&cient  doit 
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LEÇON     TROISIÈME. 

Fonctions  dérivées  des  puissances.  Déçeïop^ 
pemenù  d*une  puissance  çuelcon^ue  d^un 
binante. 

JruiSQVE  toute  fonction  dérivée  du  premier  ordre /'x ,  n'est 
autre  chose  que  le  coefficient  de  i  dans  le  développement  de  la 
fonction  primitive  fx,  après  la  substitution  de  x  +  ^  à  la  plaça 
de  X ,  il  s'ensuit  que  la  recherche  de  la  fonctioa  dérivée  d*un» 
puissance  quelconque  3f^^  se  réduit  à  trouver  le  terme  affecti 
de  i  dans  le  développement  de  la  puissance  {p^iy^  suivant  les 
puissances  de  u 

Lorsque  Fexposant  m  est  un  nombre  quelconque  entier  ou 
fractionnaire ,  positif  ou  négatif,  on  démontre  facilement  par 
les  premières  opérations  de  l'algèbre,  que  les  deux  premiers 
termes  de  la  puissance  m  du  binôme  a:+''#  sont  jr^+Tna;"""'*; 
ainsi  lorsque  ^=x** ,  ou  =  Ax^^  A  étant  un  coefficient  cons- 
tant quelconque  ^  on  aura 

m  étant  un  nombre  quelconque  rationnel. 

Comme  tout  nombre  irrationnel  peut  être  renfermé  entre  de| 
liipites  rationnelles  aussi  resserrées  que  Ton  veut,  on  en  pourrait 
conclure  tout  de  suite  la  vérité  du  résultat  précédent  pour  une 
valeur  quelconque  irrationnelle  de  m,  puisqu'on  peut,  en  resser^ 
rant  les  limites ,  diminuer  Terreur  à  volonté.  Mais  comme  il  est 
glutôt  question  ici  de  la  forme  même  de  la  fonction  dérivée , 

que 
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Ijpe  de  sa  valeur  absolue  dans  chaque  cas  particulier,  nous 
croyons  y  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  propositioâ 
fondamentale^  devoir  en  donner  une  démonstration  aussi  gé^ 
nérale  que  rigoureuse. 

Puisque 

pnr  les  règles  de  l'algèbre ,  â  on  fait  pour  abréger  -  ==  a»  ^  il 

s'agira  de  trouver  le  coeiEcient  de  <a  dans  le  développement  dé 
(i+fi)"*;  quel  que  soit  l'exposant  m,  Or^  quel  qUe  puisse  être 
ce  coei&cienty  comme  il  doit  être  indépendant  de  a)^  il  est  clair 
qn'il  ne  peut  être  qu'une  fonction  de  m,  puisque  Texpressiôu 
(i  -|^i»)"*  ne  contient  que  les  deux  indéterminées  œ  et  m.  On 

«  pourra  donc  le  représenter  en  général  par  Fm,  la  caractérisa 
tiqae  F  désignant  une  fonction  déterminée ,  mais  inconnue. 
Ahisi^  comme  en  faisant  a  nvA,  la  quantité  (  i  -f-^)*"  devient 

M  I"  si:  1 ,  on  aura 


Oî 


-1, 


(i+»)*"=i+«  ^^  +  etc. 
p^     On  aura  donc  aussi,  pour  un  autre  exposant  quelconque  n^ 

(i+i»)"t=i-f.  »Fn  +  etc. 
Multipliant  ensemble  ces  deux  équations ,  on  aura 

Car  la  théorie  des  puissances  repose  uniquement  sur  ce  prin« 
dpc  que  a"*  X  o"  =:  a"*"*^ ,  quelles  'que  soient  les  quantités 
«,  m ,  n ,  et  om  peut  même  dire  que  c'est  dans  ce  principe  que 
consiste  l'essence  des  puissances ,  lorsque  les  exposans  ne  peuvenj^ 
fitre  exprimés  par  des  nombres. 

Ainsi   Fm  -|-  Fn  sera  le  coefficient  de  et  dans  le  dévelop- 
peipeiit  de  la  puissance  (  i  4~  ^  )'"^"*  M«ûs  ce  coefficient  doit 
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être  représenté  par  F(m  +  n),  puisque  la  fonctbn  (  i  4-e^)* 
^yient  (  i  +  ^  )"''*^>  «^  y  substituant  m  +  n  pour  m*  Donc  3 
faudra  que  la  fonction  désignée  par  la  caractéristique  F  soit 
telle  que  Ton  ait 

F(  m +  n)  =  Fm  +  Fn, 

m  et  n  étant  des  quantités  quelconques. 

Poiur  trouver  d'une  manière  générale  la  forme  de  la  foHctîoÉ  ; 
jd*apré|8  cette  condition ,  je  supposerai  que  la  quantité  m  soîl 
cliangée  en  m+i,  et  que  la  quantité  n  le  soit  en  a  — i^  i  ; 
étant  quelconque;  alors  la  fonction  F(^m  +  n)  demeurera  k 
même,  et  les  fonctions  Fm,  Fn,  deviendront  , 

4cmç  réquatioii  précédente  donnera 

En+Fn=F(^m  +  i)  +  Fin—i}. 

Ot,  par  le  développement,  la  fonction 

F(m+0 
dsviei^ 

£•  «i 

.fin  +  iF'm +-  F'm  +  etc.,  ?- 

comme  on  l'a  vu  plus  haut;  et  la  fonction  F(n— î)  deviendili'f 
de  même,  en  prenant  i  négativement, 

Fn  —  iP'n  +  -  F'«— etc.  ; 

donc  riqoatioa  précédente  se  réduira  â  celle-ci  : 

'  .  il 

î(F'7îi  — F/i)  +  i*  (F'm  +  F"n)  +  etc.  ==o, 

laquelle  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  v^deur-de  i,  « 
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aura  nécesiUiremeiit 

Pm-^F'n^mo^  P'hi  +  F^n^^o,  etc. 
La  premiètts  de  cfeà  eemiitioiii  doiltië 

d'où  Ton  conclut  d*aborâ  que  là  valeur  de  la  fonction  Fm  doit 
être  indépendante  de  la  variable  m,  puisqu'elle  demeure  la 
même  en  changeant  la  valeur  de  cette  variable ,  et  qu'ainA 
cette  valeur  doit  être  constante  relativement  à  la  même  va- 
riable. 
On  aura  donc 

a  étant  une  constante  ;  et  cette  valeur  de  P'm  satisfera  aussi 
lux  atitres  conditions^  puisqu'on  aura 

fm  =  o ,  F^m=:s  o,  etc. 

et  de  même 

F^/i  =  o,  P'n^=io,  etc. 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  la  fonction  primi« 
Itve  Fm  y  d'après  k  fonction  dérivée 

Or  il  est  facile  de  voir  que  Fm  ne  peut  être  que  de  la  forma 
^wn+  by  b  étant  une  constante  arbitraire  ;  car  on  peut  se  con- 
dncre  qu'il  n'y  a  que  cette  expression  qui  puisse  donner  a 
>iir  sa  fonction  dérivée. 

On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  directement  comme  il  suit  : 
l'on  a  en  général 

aura  dans  le  cas  présent  j  - 
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Fm  Tza,  Pm  =  o,  F'm  =  o,  etc.  ; 

et  comme  i  peut  être  une  quantité  quelconque  ^  si  on 
£  -^ — m ,  alors  la  quantité  m^i  deviendra  zéro  ;  donc  h 
leur  de  F  (  771  -f-  0  ^^^^  indépendante  de  771  ;  elle  sera  pai 
Béquent  égale  à  une  constante  b.  On  aura  ainsi 

b  s:  Fin  — •  Û771  f 
d*oi^ 

^771  ^  am  +  bi 

Substituant  cette  valeur  de  7^771 ,  on  aura  en  général 

(1  +»)•"=  i  +(0771 +  6)»  +  etc. 

quelle  que  soit  la  valeur  de  m^a^tb  étant  des  constante» 
pendantes  de  771 ,  dont  la  valeur  doit  se  déterminer  par  la  c 
dération  de  quelques  cas  particuliers. 

Pour  cela  y  on  fera  d*abord  771=0  ^  et  Ton  aura 

1  =  1  -f*  6«  4"  ®tc.  ; 
donc  b  :=:o.  On  fera  ensuite  771=  1  ^  et  Ton  aura 

D'où  l'on  conclura  enfin 

(  1  +tf  )"•  =  1  +  771»  +  ®^^- 

Donc  ^  puisque 

(  X -f  î  )«  =:  a?*  (  i  +  »  )*, 

«  étant  =  ->  onaura 

X 

4{v  +  0*  =  -^«^  +  Amj^^,  i  -f  etc,,' 
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quel  que  soit  le  nombre  m ,  de  sorte  que  la  fonction  dérivée  de 
Jx^  sera  en  général  Amx^"^ ,  comme  nous  Fayons  trouvée 
d'abord  pour  le  cas  de  m  rationnel. 

La  démonstration  précédente  ne  laisse  rien  à  désirer  pour  la 
rigueur  et  la  généralité.  Elle  ne  dépepd  que  des  fonctions  dé- 
rivées de  la  forme  la  plus  simple ,  et  fournit,  dès  ie  commen- 
cement, un  exemple  remarquable  de  leur  usage  dans  Tanalyse. 

On  peut  donc  établir  pour  règle  générale ,  que  la  fonction 
dérivée  (Tune  puissance  quelconque  d'une  variable ,  est  égale 
à  la  puissance  d'un  degré  moindre  d'une  unité  de  la  même  vor- 
fiable,  multipliée  par  r exposant  de  la  puissance  donnée. 

De  là  et  de  la  loi  du  développement  des  fonctions  résulte  une 
démonstration  aussi  simple  que  générale,  et  peut-être  la  seule 
rigoureuse  qu'on  ait  encore  donnée  de  la  formule  du  binôme 
pour  un  exposant  quelconque. 

En  effet  j  puisqu'on  vient  de  trouver  que 

donne 

Fx'ziimAjf^^ , 

on  aura  de  même  en  prenant  la   fonction  dérivée  de  cette 
dernière  quantité, 

F'x^zm  (m — i)  Aaf^*, 

tt,parla  même  raison,  on  aura,  en  prenant  de  nouveau 
la  fonction  dérivée, 

F*x=  m  (m—  i)  (m  —  fl)  Ax"^"^, 

et  ainsi  de  suite. 
Donc  ,  puisqu'on  a  trouvé  en  général , 

5 


/ 


Ad  G   A  1,  QV  t 

Ofi  l^ra ,  pôui:  le  c^  deyx= x^,  ]a  série 
$jk  on.  d^ym  toute  Féquaitipi;^  p<ur  ji^,  et  qa'on  y  mett^  tnamtm 

m 


j  ' 


Ce^  fonnule  résuka  de  la  précédente  en  y  faiaaiift  x  =  i  ; 
9^  il  n'aioxait  pas  été  riganrçux  de  Ven  déduire  de  cette  ma-r 
wàx^,  piûsiqu'on  a  déjà  resiarqué  que  le  développement  de  la 
foncûonf(x'^i)  en  puissances  entières  de  i,  peut  cesser  d*être 
e^pct  dans  des  cas  particuliers  de  la  valeur  de  x. 

Si  maintenant  on  multiplie  Féquation  précédente  par  a^,  et 
qu*on  j  substitue  ensuite  6  à  la  place  de  ci,  on  a^ira 

(a+6)"  =:a'»  +  ma"*-»  b  +  ^^^"^^)  ^— »4«  4.  etc , 


quelques  valeurs  qu'on  attribue  aux  quantités  a,  &,  nu 

La  méthode  que  nous  avons,  employée  plus  haut  pour  trouver 
directement  la  fonction  primitive  d'une  quantité  constante  « 
peut  être  appliquée  à  d- autres  cas.  Çn  effets  si  dans  la  for-r 
mule  générale 

/(x+i^  =fx4-{f'x  +  'lfx  +  etc. , 

ou  fait 

i=:— x, 

la  fonction  y*  (x + i)  deviendra  indépendante  de  x ,  et  sera  par- 
çonsécj^uent  égale  à  une  constante  b ,  laquelle  sera  propr^uent 
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la  yaleur  defx  lorsque  x=20»  On  aura  donc  ainsi 


d'où  l'on  tire 


b  zszfx^jf'x  +  — /*a;— etc. , 


/c=:  h  +  xf' a?—  — /^x+  etc. 


Si  maintenant  y'x=  a ,  on  aura 

y^jr=o,  /^x  =0,  etc.  ; 
donc  yàsf's^sfr-f.ax. 

Sif'xzziax,  on  aura 

y'x  =  a ,  y^x  =ro, ,/*^x = o,  etc.  ; 


donc 


/x=i+«:.^?|=ft+2f. 


Si  y^xssax*,  on  aura 

/'x=aax,  /*x=zaà,  /*V=o,  /'xso,  etc.; 

donc 

^sri+ûx'— ox^  +  ÎL^  ==i  +  -g-, 

et  ainsi  de  suite. 

En  général ,  si/'x  =  ox",  on  aura,  en  prenant  les  fonctions 
dérivées , 

f"x=:nax^\  f^xr=zn  (n—  i  )  ax"-»,  etc.  ; 
donc  substituant  ces  valeurs , 

Or  on  a  ^  par  le  développement  ^ 


ù4  C  A  L  C  V  L 

(1— 0'^*=l— C'i+O  +  ^—-^ ^^ f;^ i+ ctc=:c 

donc 

et  parconséquent 

n  ,  n(7i  —  1)      Ji(7i^— i)(7i— a)   .  1     4 

fl  fl.o  a. 3. 4  ji+i 

qiiel  que  soit  le  nombre  n  \  donc  on  aura 

-^         n+i  ^ 

En  elFet,  la  fonction  dérivée  de  cette  quantité  sera^  pari 
règle  générale, 

jfl  (  n+  1  )  a:* 

-^-i ; — ^-^-sax", 

la  constante  b  ayant  zéro  pour  fonction  dérivée. 
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il'  ■  ■        .    ■  .j 

LEÇON     QUATRIÈME. 

Tondions  dérivées  des  ijuantités  exponen^ 
iielles  et  logarithmiques.  Développement  de 
ces  quantités  en  séries. 

JuAfonction  x*^  dans  laquelle  x  est  la  variable  et  m  est  ane 
OQBBtante ,  conduit  naturellement  i  la  considéralion  de  lafbno- 
tnmf,  dans  laquelle  la  variable  est  x^  et  où  a  est  une  cons- 
tttifte.  Ces  sortes  de  quantités  s'appellent  exponenUelles,  parce* 

qa'elles  ne  varient  qu'à  raison  de  l'exposant. 

/  -  • 

Pour  trouver  la  fonction  dérivée  de  o* ,  il  n'y  aura,  suivant 
le  principe  général ,  qu'à  substituer  x  -f-  i  à  la  place  de  x ,  et 
développer  suivant  les  puissances  dei  ;  le  coefficient  du  terme 
aSectéde  i  sera  la  fonction  cherchée. 

Cette  substitution  donne  la  fonction 

Supposons  a  =  1  -H  ^  >  ^^  ^^^^ 

€t  par  la  formule  générale ,  démontrée  précédemment ,  on 
aura 

52  Si  mO 

En  ordonnant  les  termes  de  cette  série  suivant  les  puissances 
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de  i  y  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  premiers  termes  do:  de* 
Teloppement  de  a'^  seront 

,    /,       b*      b^      64  .         \. 


Soit ,  pour  abréger , 

b*  .  b'     b* 


(«-o:^(-iLr^,,,., 


â 


on  aura   donc  i  -f-^^  pour  les  deux  premiers  termes  du  dé-^ 
▼tloppement  de  a';  parconséquent^  en  multipliant  par  a',  ote 
aura  a*  -f-  ca*  i  pour  les  deux  premiers  termes  du  développe-^ 
ment  de  a^.    Donc  ca",  coefficient  de  i^  sera  Ik  fonctioa  ^ 
dérivée  de  a^' 

Le  coefficient  c  dépend»  comme  l'on  voit,  de  la  quantité  a , 
qui  est  comme  la  base  de  l'exponentielle  «  et  on  nomme  corn* 
nranément  ce  coefficient  le  module.  J 

On  peut  ainsi  établir  cette  règle  »  quB  la  fonction  dérivée  1 
(Tune  quantité  exponentielle  ^  est  égale  à  cette  exponentielle   < 
multipliée  par  un  coefficient  constant  qui  dépend' dé  là  basedk 
l'exponentielle  ^  et  qu'on  nomme  le  module. 

Puisque  la  dérivéç  de  a*  est  ca',  la  dérivée  de   celle-<îi  , 
çera  d^  af ,  et  la  dérivée  de  celte  dernière  sera  de  même  c^  a*, 
ft  ainsi  de  suite. 

Ainsi  en  faisant  fx=ia!' ,  on  aura 

fx=cai',  f"x  =  ec^,  etc. 

Donc  y  substituant  ces  valeurs  dans  le  dévéloppemeift  dé 
/(x  +  ï),  on  aura 

^-^•*  =  (Z»  +  c<i»i  +  ^-  a'?+  -î=a*?  +  etc.  , 
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•t  divisant  par  o^^- 

a' =si«f- Cl  «f f* — s  +  etc. 

C'est  la  série  dont  nous  n'avions  trouvé  ci-dessus  que  let 
ifsox  premiers  termes.  Elle  peut  servir^  comme  Ton  voit,  i 
réduire  toute  puissance  en  une  série  ordonnée  suivit  les  puis- 
lances  Je  son  exposant. 

On  peut  par  cette  série  déterminer  directement  la  valeuf 
de  a  en  c. 

En  disant  i=r  i ,  on  aura 

c*        c' 

Etïoi^que  c= i ,  la  valent  de  a  se  trouvera  exprimée  par  h| 
série  très-simple 


dont  la  valeur  est 

C'est  le  nombre  qu*oa  désigne  ordinairement  par  e ,  et  qui 
fst  parconséquent  la  ba^e  des^  exponentielles  dont  le  module 
est  l'unité. 

I 

Ainsi,  en  faisant  yà:=c*,  on  aura  simplement  jf 'a;  =:  e*^ 
Px=e*,  etc.  ;  ef  conséquepiment 

^i,  dans  l'équation  trouvée  ci-dessus 

^- 


I 
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pn  taiti=:-,  on  aura  j 

c 

0*^  =  1  +  1  -I 1 =4-  etc.  :=c. 

a      fl.o 

f 
Ainsi  on  a  entre  les  trois  constantes  a  ^  c  et  e  la  relatioa 


a^  z=ze,  d'où  Ton  tire  0=6*. 

r 

Cette  équation  donne  aussi 

a 

d'où  Ton  voit  qu'en    prenant  c  négatif ,  a  se  change  ca 
-;  ainsi  en  faisant  ces  changemens  dans  l'équation 

(fl— l)«         (fl— 1)3. 

c=a —  i  — -^^ ^  +  ^ — 5—^  —  etc., 

donnée  ci-dessus  ^  on  aura 

Cette  série  est  plus  propre  que  la  précédente  à  donner  It 
valeur  de  c  ^  lorsque  a  est  un  nombre  plus  grand  que  l'unité. 

En  faisant  a  =  lo^  on  a 

•t  on  trouvera  par  le  calcul^ 

c  =  a,3oa585o92994 


On  peut  exprimer  toute  quantité  yariable  par  une  constant 
élevée  à  une  puissance  variable^  alors  l'exposant  de  cette  pui^ 
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tance  devient  une  fonction  de  la  même  quantité,  et  cette 
fonction  est  dans  le  sens  le  plus  général  le  logarithme  de  la 
quantité  proposée.  D*où  l'on  yoit  que  les  fonctions  logarith- 
miques ne  sont  proprement  que  les  réciproques  des  fonction» 
exponentielles. 

Nous  dénotons ,  en  général  ^  les  logarithmes  d'une  quantité 
par  les  mots  log ,  mis  ayant  de  cette  quantité  en  forme  de  ca- 
lactéristique.  Ainsi  log  x  exprimera  le  logarithme  ou  la  fonc- 
tion logarithmique  de  x,  et  cette  fonction  sera  donnée  par 
l'équation  x=a'''^'^,  où  a,  base  de  l'exponentielle ,  sera  ea 
même  temps  la  base  du  système  logarithmique. 

Pour  trouver  maintenant  la  fonction  dérivée  de  log  Xy  on 
fera^  en  général^ 

/^  ==  log  X, 
ce  qui  donnera  oc:=a^*,  et  mettant  x+i  à  la  place  de  x,  on  aura 

équation  qui  doit  être  identique ,  et  avoir  lieu ,  parconséquent  ; 
quelle  que  soit  la  valeur  de  i.  Or^  par  le  développement  ^ 
'    on  a 

/(a;  +  i)=/a?+ïf'x+-/*'a:+etc.  =/a?+», 
en  posant 

£» 

«  =  ifx  +  -/^x  tf-etc.  ; 

donc  faisant  cette  substitution^  on  aura 

,  .         /x-f-o»         fx  ^    »  9 

x  +  i  =  ar     •      =flr    X«   =xa  , 

et  divisant  par  x, 

1  +  -  =  a  ; 

X 

■ 
Dr^  par  la  formule  trouvée  ci-dessus  j  on  a^  en  général^ 


•il 


I 
t 


So  c  A  1  c  cr  t 

a    =ii-|-c«-f' — — +  «tc: 

donc  on  aura    « 

i  c*  «* 

i  4.-=:i+c(»  +  — -.  +  etc. 
X  u 

Donc  remettant  pour  et  sa  yalebr^  et  cndomiaTit  les  tefmss 
suivant  les  puissances  de  i,  on  aura  cette  é<piatioa  idèntiqiw^ 

■ 

et  la  compuaiMn  des  termes  donnera  d'abord 

d'où  l'on  tire 

La  comparaison  des  autres  termes  donnera  les  Tahmts  tl# 
f'x  f  f^oc,  etc.;  mais  il  est  plus  simple  de  les  déduire  sue^ 
cessiyement  de  celle  de  f^x. 

La  constante  e  dépend  de  la  base  a  du  sjstèaàe  lôgarith-' 
mique ,  par  les  mêmes  formules  que  nous  avons  trouvées  plus 
haut;  relativement  aux  logarithmes^  elle  s'appelle  le  module 
du  système  logarithmique. 

De  là  résulte  cette  règle  générale  :  que  la  fonction  dérivée  du 
logariihme  d'une  variable ,  est  égale  à  l'unité  divisée  par  cette 
variable  multipliée  par  le  module  du  système  logarithmique. 

Puisque 

^  =  log  X  donne  f^x  = , 

en  prenant  successivement  les  fonctions  dérivées  ^  d'après  la  règle 
générale  des  puissances^  on  aura 


î>  Z  s      rONCtlON,  s. 


r^=— ^,r^=-^*etc-; 


3â 


ionc,  ai  on  fait  ces  substitutions  dans  le  développemeDt  d% 
/(x+i),  on  aura  la  série 


Io6«+^-^+A-etc.. 


pour  la  valeur  de  log  (x  -)-  0* 

Ayant  ainsi  le  logarithme  d*un  nombre  quelconque  x ,  on 
peut  par  cette  série  trouver  celui  d*un  autre  nombre  plus  graitfl 
x  +  i,  et  la  série  sera  d'autant  plus  convergente  que  la  dilTé- 
rence  i  des  deux  nombres  aura  un  moindre  rapport  au  nombre  x. 

Par  la  théorie  des  logaridunes^  on  a 
log  (x+0--log«  =  log  (^)  =log  (i+j,)  ; 
donc,  si  on  fait  dans  la  formule  précédente  -  =  j^>  on  aura 

ïog  (  » +y)  =  ^:y  -  ^*+ -^  -  «te.  ) . 

fbnniile  connue. 

Soit 

1  +^  s:  s  4  on  aura^  =:  a  —  i  ; 

donc 


l0g*==.  j(«^l)«i__i.+  i-g- 


y 


etc. 


l 


Cette  série  n'est  convergente  et  parconséquent  ne  peut  servir 
à  tiowver  le  logariâmie  d'un  nombre  d(mné  %,  que  lorsque  c^ 
nombre  diffère  peu  de  l'unité  >  mais  on  peut  la  rendre  couver- 

gente ,  dans  tous  les^  cas,  par  la  substitution  de  y^z  au  lieu  de  z  ; 
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car  puisque  log  ^a  est  égal  à  — ^— «onàuraenmuItipliantparQ 

H «=3  |l/z-.i- i(»/a-0*+  g  (V'^i)'  -  ctc.J , 

OÙ  l'on  peut  prendre  pour  r  un  nombre  quelconque  positif  où, 
négatif. 

Or  quel  que  soit  le  nombre  z,  on  peut  toujours  en  extraii^ 

r 

la  racine  d'un  degré  r,  tel  que  \/z  soit  un  nombre  aussi  peu 
différent  de  l'unité  qu'on  voudra;  ainsi  la  formule  précédent» 
donnera  toujours  la  valeur  de  log  z ,  avec  toute  Texactitiub 
qu'on  pouh'a  désirer. 

f    - 

Si  on  prend  r  négativement^  alors  yz  devient ,  et  la  série 

r 

l/z 

qui  exprime  log  z,  devient^  en  changeant  les  signes , 

iog.=:n^J.+iA-.-LY+rA_ 

L     yz      \     yz/       \     yz/         J 


où  tous  les  termes  sotit  positifs.  Ainsi  on  peut  avoir  à  Volonté 
pour  la  valeur  de  log  z ,  une  série  dont  tous  les  tenues  soieil^ 
positifs  ou  alternativement  positifs  ou   négatifs.    Car   il  est 

évident  que  s  étant  un  nombre  plus  grand  que  l'unité,  ^« 

sera  plus  grand  que  l'unité ,  et  z  étant  moindre  que  l'unité ,  (/s 
sera  aussi  moindre  que  l'unité  ;  mais  les  différences  seront  d'au- 
tant plus  petites ,  que  l'exposant  r  de  la  racine  sera  un  plus 

'  r  1  ^ 

grand  nombre;  donc  j/as— i  et  i seront  positifs  dans  k 

yz 

premier  cas  ^  et  négatifs  dons  le  second, 

Si 
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Si  n  est  la  base  des  logarithmes ,  ensorte  que  log  a  :=  i ,  on 
ponnraparles  mêmesfonnales  déterminer  aussi  exactement  qu'on 
yottdra,  la  yaleur  du  module  c;  car  en  faisant  loga  ^  i^  on  aura 

ou  bien 

L      |/a        \      |/a  /  \       V^a/  J 

n  est  clair  que  les  deux  séries  que  nous  venons  de  donner 
l    peur  Texpression  de  log  z ,  seront  nécessairement  convergentes 

r 

aussitôt  qu'on  aura  extrait  de  z  une  racine  r,  telle  que  ^z —  i 
soit  une  fraction  moindre  que  Tunité  ;  car  alors  i  -^  — —   sera 

^         .  .y- 

une  fraction  plus  petite  encore ,  puisque 

1    _V^—  i 


|/«  ]/« 

Ainà,  puisque  dans  la  première  série  les  termes  sont  alterna- 
tif, le  second  et  le  troisième ,  le  quatrième  et  le  cinquième ,  etc. 
^  formeront  des  sommes  négatives;  de  sorte  que  la  première  série 
donnera 

r  '  ' 
log»<-(i/a-.i). 

Au  contraire  la  seconde  série  ayant  tous  ses  termes  posi*- 
ti£i  doxmera 


iJ 


'°">K'-t> 


c 


/ 


ï 

1 
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Ainsi  on  a  tout  àe  suite  deux  lintites  ppar  II  Valètlrde  lôg  zl\ 
qu*ôn  peut  resserrer  autaiit  que  l'on  Veut ,  ëû  prenait  t  tdttv 
jours  plus  grand.  '  v 

Onaura^  parlaxnême  raison,  si  y^w^o^y  \ 

c<r(î/a-i)>r/i LN 

\  va/ 


Puiscpi'on  a    ^  t 

i   t/g-*  1 

1  — -p- — -; , 

\/z  \/z 


il  est  visible  que  la  différence  entre  les  deux  limites  de  log  s 
sera 


-^(ï/^-ox  c»— ^y 


ainsi  en  prenant  Tune  ou  l'autre  des  deux  expressions  précé^ 
dentés  de  log  z^  on  etet  assuré  que  Terreur  en  excès  ou  en 
défaut  est  nécessairement  moindre  que  cette  même  quantité. , 
Ainsi  on  sera  sûr  d'avoir^  par  ces  expressions^  les  logarithmes' 

exacts  îus^'à  s  efhil&rëSy  eto prenant  )&)raciUé  |/ib)  dételle 
manière  qu'il  y  ait  â(pi*ès  la  Viirgule  s  zéro  ayant  les  ctiifEVes 
gniEcatifs. 

En  général,  puisque  l'erreur  va    en  diminuant  à  mesmre  i 
que  l'on  prend  l'exposant  r  de  la  racine  plus  grand ,  on  peut  t 
dire  qu'elle  deviendra  nulle  ou  comme  nulle  >   si  on  prend  r 
infiniment  grand  ;  de  sorte  qu'on  pourra  regarder  alors  l'une  ■ 

et  l'autre  des  deux  formulée  -  (  yz — 1)  et  -  / 1 ^  I 

\         va/ 

comme  l'expression  exacte  de  log  z. 

On  peut  conclure  de  là  que  les  logarithmes  rentrent  dans  ^ 
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I  daie  dés  puissances ,  et  forment  le  premier  terme  de  la 
irie  des  puissances  dont  les  exposaas  croissent  ou  décroissent 
bpuis  zéro  y  ou  le  dernier  terme  des  Facipes  dont  les  degrés 
ont  en  augmentant  à  Tinfini. 

Cest  aussi  sous  ee  rapport  qu'on  peut  dire  qu'à  un  nombre 
onné  répond  toujours  une  infinité  de  logarithmes,  puisque 
I  racine  infinitième  a  nécessairement  une  infinité  de  valeurs 
kfférentes. 

La  meilleure  manière  d'employer  ^a  formule  précédente  ^ 
st  de  prendre  pour  r  une  puissance  de  a  ^  puisqu'on  n*aura 
lors  que  des  extractions  de  racines  quarrées  à  faire.  C'est 
Insi  que  Briggs  a  calculé  les  premiers  logarithmes  :  il  avait 
lé  qu'en  faisant  des  extractions  successives  de  racines 
'ées  d'un  nombre  quelconque^  si  on  s'arrête  dans  une 
ces  extractions ,  à  deux  fois  autant  de  décimales  qu'il  y 
de  zéro  à  la  suite  de  l'unité ,  lorsqu'il  n'y  a  plus  que  l'u- 
é  avant  la  virgule ,  la  partie  décimale  de  cette  racine  se 
re  exactement  ta  moitié  de  celle  de  la  racine  précédente , 
sorte  que  ces  parties  décimales  ont  entre  elles  le  même  rap- 
que  les  logarithmes  des  racines  mêmes  ;  c'est  ce  qui 
évidemment  de  la  formule  précédente. 

,  en  j^eaant  r  =  »*•,  on  trouve  pour  a  =  lo 


=1 ,  Qoooo  ooooo  ooooo  00139  7174a  o8ia5  5o537  o'^^^ 
o^  oQooo  oooQO  ooooo  00086  756 1 7  37988  40354. 

Jpt  sotte  tpit  l'o^  aura 

.     _x__^  JGz3G^^^8^^^  

r      r  I997i74»ooi»55ooa7       /-r-r-^m.   c^ 

ya — i 

>  est  de  ce  noimbre  qu'on  a  tiré  celui  qu*on  a  donné  ci^ 
pour  la  valeur  de  c. 
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Si  maintenant  on  yeut  avoir  ^  par  exemple,  le  logaril 
de   3}  on  fera  z=z3,   et  employant  de  même  60 
tions  de  racines  quarrées ,  on  trouvera  les  nombres  sui^ 

r 

|/2=iy  00000  00000  00000  ooogS  2894^  64074  5893s «i 
et  de  là 

I 

-    ^z — 1  95089436407458952. .     I 

°     f  1 997 X 74^08 1 a55o5a7. . .    ! 

ya—i  :| 

=  0,  477*^  ia547  igGSfl-'-- 

Cette  méthode  est ,   comme  Ton  voit ,  très-laborieuse 
le  grand  nombre   d'extractions  de  racines  qu'elle    d< 
pour  avoir  un  résultat  en  plusieurs  décimales;  mais  les 
ries  que  nous  avons  données  ci-dessus ,  servent  à  la  sim] 
et  à  la  compléter;  car  quel  que  soit  le  nombre  z,  il 
d'en  extraire  quelques  racines  quarrées >  jusqu'à  ce  qu*on 

r 

vienne  à  un  nombre  |/  z  qui  n'ait  que  l'unité  avant  la 

r 

gule;  alors  les  puissances  de  v^s— 1  seront  des- fractions  d*l 
tant  pluâ  p  tites  qu'elles  seront  plus   hautes  ;    parconsi 
il  suffira  toujours  de  prendre  un  certain  nombre  de  t< 
de  la  série ,  pour  avoir  les  logarithmes  exacts  jusqu'à  tel 
de  décimales  qu'on  voudra. 

Les  logarithmes  qui  ont  l'unité  pour  module,  sont  ceuxfl 
se  nomment  logarithmes  naturels,  ou  hyperboliques.,  parc! 
qu'ils  représentent  l'aire  de  l'hyperbole  équilatère ,  rapporl 
aux  abscisses  prises  sur  l'une  des  asymptotes ,  et  que  Neperm 
premier  calculés.  Leur  base  est  le  nombre  e,  et  pour  | 
distinguer  des  autres ,  nous  les  dénoterons  simplement  par  ■ 
caractéristique  /. 

Ainsi  Ix  aura  pour  fonction  dérivée  -,   et  la  formule  géi^ 
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x=:a**'**  deTiendra  pour,  ces  logàrillimes^  !r=e^;  de 

qa*on  aura  en  général  é^^*z=^é*\  et  comme  on  a 

pins  haut  a  =  6*,  on  aura  c*  '*'*  =  e**;  et  parconsé- 

Z3C  =  ck^x.  D*où  l'on  voit  que  les  logarithmes  d'un 

nombre^  dans  différens  systèmes,  sont  en  raison  in- 

dfi  leurs  modules. 

An  reste  Téquâtibn  a  =  e^  donne  c=/.à;  d*où  il  suit 
le  module  c  du  système  logaridunique  dont  la  base  est  a, 
:  antre  chi^Mf  que  ^e  logaiithme  naturel  delà  même  base, 
iiuîoii  pourra  par  la  suite  substituer  l'exprejssion  /.a  à  la 
de  c ,  dans  les  fonctions  dérivées  de  a*  et  de  log  x. 

De  oiette  mùièré  ,'  on  aura'o'/.a  pour  la  dérivée  de  a* . 

If  ••■       .  •  ,  ■ .  ^ 

>-^ponr  la  dérivée  de  log  x. 

I 

^IhBKleTflystàBiei.deii .logarithmes  des  tables  usuelles,  la 
M  est. supposée  égale  à  10;  ainsi.le  module  de  ce.syçtèmd 
1.10,  dont  la  valeur  est  a,3oa585o9ag94*  •  • 

A^nft  de.  tçnraumer, cette  Leçon  j' je  ne  puis  m'empôc^er 
Fmdiqner  on  otage- titàs-inmple. de  la  fonnole,  ■     ~ 


z« 


? 


» 


trouver  le  développement  d'une  puissance  quelconque 
Tniie  quantité  composée  d'autant  de  termes  que  Ton  voudra. 

En  effet,  si  à  la  place  de  i  on  met  ^  (p  +  f  +  '^  +>  ^tc.  )  , 
Ltti  jùura 

e''0'+^^'»«0=  1  -f /(p-f-ç-f-r+etc.  ) 

•  Ainsi  le  terme  multiplié' par  £"•  sera 

(P+^  +  r4-etc.)^_ 
1 ,  a .  O . . . . .  m  ^ 
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d'un  tutr«  côté  ^  on  a 


X(i+*r  +  -T-  +  — 5+eto;) 


X 


Doik;  fo  coefficiefit  de  î*"  »  dana  1«  dé^elofqpement  de  c 

diiTérens  produits ,  multiplié  par  i  .a.3. .  .iii>  sera  la  ntalt 
de  (p  +  9  +  r+etc.,)"». 

Or  il  est  viftMe  que  œ  etiefficoentee  trta?efA  esmpôsé  d'i 
tant  de  termes  de  faferme 

P    q    r  ... 
i.a.o...AXt.s,o..ftX  i.â.o..«i'X  ••• 

qa*on  peut  donner  de  valeurs  différentes  à  h^  f(,  y,  etc. , 
sorte  que  l'on  ait 

A+/»  +  y  •4"«to.  fis)»j 

en  prenant  pour  ^^f^jV,  un  des  nombres  entiers  positifs. 

Ainsi  la  puissance  (p+<7  -4~  ^  H~  etc.)"*  sera  composée  d'à 
tant  de  termes  de  la  forme 

i  .û.o.A. . .  .m  p    (f   r  . .  • 
i.a.3. .  .A  X  i.a.o.  .ft  Xi.2.3. .  yX  •  •  • 

ce  qui  s'accorde  avec   œ   cpe  donne  la  ibéom  -deê  aH 

binaiaons. 
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LEÇON    CINQUIÈME. 

Fonctions  dérivées  des  sinus  et  cosinus  d angles^ 
et  des  angles  par  les  sinus  eu  cosinus*  Déve^ 
loppement  de  ces  quantités  en  séries. 

JLiES  angles  n* entrent  dans  Tanalye  que  par  le  moyen  de 
leurs  sinus  et  cosinus^  quon  dénote  par  les  mots  sin,  et  cos. 
placés  comme  caractéristiques  ayant  les  angles.  On  a  ain^i 
les  fonctions  angulaires  sin  x  et  cos  x,  dont  la  propriété  gé- 
nérale tirée  de  la  nature  du  cercle  ^  est  qu'en  prenant  deux 
angles  quelconques  x  et  y ,  on  a 

sin  (  X  +  jf  )  =  sin  X  cos  j^  +  cos  x  siny 
cos  (,X'\-y  )  =  cosx  cosy  —  sin  x  ûny. 

Cela  posé ,  pour  avoir  les  fonctions  dérivées  de  sinx  et  cos  x, 
il  n'y  aura  qu'à  mettre  x-j-i  kla,  place  de  x,  et  .développer 
ensuite  les  fonctions 

sin  (  X  -f-  £)    et    cos  (  ic  -^  i ) 

suivant  les  puissances  de  i  :  les  coefHciens  de  i  dans  ces 
développemens ,  seront  les  dérivées  cherchées.  Or  par  les  for- 
mules précédentes^  on  à 

sin  (x  -|-  i  )  =  sin  X  cos  i  -f-  cos  x  sin  £ , 
cos  (x  -f-  i)  =  cos  X  cos  i  —  sin  x  sin  f . 

Ainsi  tout  se  réduit  à  développer  en  séries  les  quantités 
sin  i  et  cos  L 

J'observe  d'abord  que  quelle  que  puisse  être  la  série  du  dé- 
veloppement de  siû  i ,  elle  ne  saurait  être  que  de  la  forme 

AV^  +  Bi''+  etc. 

m ,  Uy  etc.  étant  des  nombres  positifs  et  qui  vont  en  aug-* 
mentant  \  car  le  sinus  devant  être  nul  lorsque  Tangle  est  nul  ^ 
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il  est  évident  que  son  expression  en  série  par  les  puissances  de 
Tanfçle,  ne  peut  contenir  aucune  puissance  négative. 

J'observe  ensuite  que  par  les  formules  générales ,  en  faisant 
X  ety  égaux  à  i,  on  a, 

sin2J  =2  sini  cosi  =  2  sini  v^(i  —  sin^i); 

donc  sin  i  étant  =  Ai"^ -{' Bl" -{-  etc. ,  on  auça 

çin  2  J  =  ^"^Af^  +  a^^i"  +  etc. 

D'un  autre  côté,  on  a, 

sin*  i  =  ^•i*"*  +  a^^i"»^»  +  etc. , 
et 

l/(  1  —sin*  j )=(i— sîn* 0*=  ^  — i  ^•i*"*— ^^i"*"*""— etc.  ; 
donc  on  aura 

a  sin  j  (/  (  i  — sin*/)  =  a  -^t"*  +  a  J9i*  +  etc.  —  A^î?"^ —  etc, 
cette  série  devant  être  identique  avec  la  suivante 

a*"  Ai"^  +  a"i?£"  +  etc. 
qui  exprime  la  valeur  de  sin  ai,  la  comparaison  des  premiers 
termes  qui  renferment  la  même  puissance  /*",  donnera. .....  ^ 

SkA  =  a"*>if  ;  donc  m  =  i . 

Ainsi  on  est  assuré  que  le  premier  terme  de  la  séné  de  sin  i 
est  Ai  \  parconséquent  les  deux  premiers  termes  de  la  série  de 

A^  j* 
cosî ,  seront  i ,  faisant  ces  substitutions  dans  les  exprès- 

sions  ci-dessus  de  sin  (  j;+ j  )  et  cos  (  ^  +  î  )  et  n'ayant  égaid 
qu'à  la  première  puissance  de  i ,  on  aura 

sin  (x-f  i)  =sina:-4-?.^cosx-j-çtc, 
eos(a7+i)  =icosj; — j-<isinx  +  etc.  ; 

donc  la  fonction  dérivée  de  sin  x  >  sera  A  cosx ,  et  la  fonction 
dérivée  de  cos  x ,  sera  —  A  sin  x. 

Le  coefjicient  A  est  une  constante  encore  inconnue  ,  mais 
que  nous  déterminerons  ci-après  par  la  nature  du  cercle. 

Connaissant  ces  premières  fonctions  dérivées ,  on  pourra 
de  la  même  manière  trouver  toutes  les'  suivantes.  Ainsi  la 
première  dérivée  de  gin  x  étant  Aço$x ,  la  dérivée  de  celle-* 


f 
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€1  sera  —  ^*  sin  Xj  et  la  troisième  dérivée  sera  — •  J?  cos  x^ 

,    et  ainsi  de  suite. 
f  ■ 

Donc  en  général ,  ûfx-sz.AaXy  on  aura 

y^x  =  ^cosa:,y*x=:— ^•sinx,  /*  a: ^ -*•-<<•  cos x,  etc; 

£t  faisant  ces  substitutions  dans  la  série  du  déyeloppement 
dey(x-f-i),  on  aura 

sin(x-f-i)=^^^*f"-^^ co* *  — " «iû  x 

—  -j-g-  COSX+  j^  sin  X  +  etc. 

On  aura  de  même 

yx=co8x,  /'xzs— ^sinx,  /"x^s— >j^cosx, 
y^x=-//'sinx,  f^^^x^zA^cosx,  etc. 

£t  ces  substitutions  donneront 

.               -^•? 
cos  ( X  +  0  =  cosx  —  u^  f  sin  X  — cos  j^ 

-f 5-.8inx-l =--  cos  X  —  etc. 

a. 3  '   a. 3. 4 

Faisons  pour  abréger 

r 

Ç=.  ,--_-  +  --- --^^^3^ +etc.; 

on  aura- 

sin  (  X  + 1  )  =  Ç  sin  X  +  P  cos  x 
cos  (  X  +  0  =  Ç  cos  X  —  P  sin  X , 

foù  Ton  tircj  par  les  tbéorêmes  connus^ 
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sin£=P  et  cosi=  Q. 
Ainsi  on  aura^  quel  que  soit  Tangle  i^  les  «ériet 

•m  1=  i  ^  — p  -r— =.  +      ^    .  e>  -^etc. 

a.d        2.0.4.3 

cos.=  I  --^  +  0:4- 2.8.4.5;^  "^  ^*"- 

n  sembk  qu'on  aurait  pu'daéuire  immédiatement  ces  se-' 
lies  de  celles  qu'on  a  trouvées  ci-dessus  pour  sin  (jr  +  ^^ 
et  cos  (2;-f~0  ®Q  7  £ûiaat  ;rt=so;  nais  nous  ayons  youla 
éviter  ici  ^  comme  nous  r.ayons  déjà  fait  plus  haut  »  les  dif- 
ficultés qui  pourraient  naître  de  ce  que  la  développement 
dey*  (  X  +  î)  n'est  généralement  vrai  que  tant  qu'on  ne  donne 
pas  4  a?  des  valeurs  paitipuli^nes. 

Maintenant  il  est  virï>le  que  ces  séries  serent.nécessairc' 
ment  convergentes  y  en  prenant  l'angle  i  tel  que  >^i  soit  égal 
ou  moindre  que  l'unité ,  et  il  est  visible  en  niéme  temps 
qu'on  aura  dors 

sinî  <-^£et>  -/^£—  — ».; 

car  les  termes  ayant  les  signes  alternatifs  ^  et  allant  en  di- 
minuant,  les  sommes  du  second  et  du  troisième^  éxi  quatrième 
et  du  cinquième  ^  etc.  seront  toutes  négatives ,  et  au  contraire 
les  sommes  du  tPoîsiéme  et  du  quatrième  y  du  cinquième  et 
du  sixième^   etc.  seront  toutes  positives. 

D'un  autre  côté,  il  est  démontré  rigoijreusement  par  les 
théorèmes  d* Archimède ,  que  le  sinus  est  toujours  moindre 
que  Tare ,  et  que  la  tangente  est  plus  grande  que  l'w^ ,  é« 
moins  dans  le  premier  quart  de  cercle;  ainsi  on  aura 

.           .         sin  £       . 
5in  i  <  I ,  et :  >  i  ; 
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mus  cosi  =  ^  (i— sinfi). 


^^^       m nr^  >  V  "û'  f  >i»  (i — 8În» 0  : 

d'où  l'on  tire 

liflsi  (m  aura  par  la  nature  dn  cerde, 

sin  i  ^  £  et  ^  .  m' 

^        ^  i/  (i  +i*) 

Si  donc  on  prend  Tan^e  i  moindre  qu'un  droit ,  et  assez 
petit  pour  que  Ai  soit  moindre  que  F  unité  ^  on  aura  né- 
cessairement 

1* Sini<-rfi  et  >  — 7 — — i^r, 

parconséquent , 


»\» 


I/O -fi»)        ^|/(i+iO 

a» ,..  Sinz>u^i =-  et<i, 

paroonsé^ent^ 


Comme   ces  conditions    doivent  avoir  lieu,  quelque  petit 
que  soit  i,  il  rtjulte  de  la  première ,  que  A  ne  peut  pas  être 

moindre  que  1  ;  car  si  -^  <[  1 ,  on  aura  "7  >•  1  >   or  1*  con- 
dition 


■^ 
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êanc  quelijue  peu   que  --j  surpassât  l'unité ,  il  serait  toujoun 
possible  de  prendre  i  tel  que 

l/(i  +  ?)  fût<-^, 

tandis  qne. cette  quantité  doit  toujours  être  ^  —j 

n  résulte  ensuite  de  la  seconde  condition^  que  ^ne  peut 
pas  être  plus  grand  que  l'unité  ;  car  quelque  peu  que  A  sur- 
passât l'unité  ^1  serait  toujours  possible  de  prendre  i  assez 
petit  pour  que  l'on  eût 

tandis  qu'on  doit  avoir  toujours 

Donc,  puisque  la  valeur  de  A  ne  peut  être  ni  moindre^ 
ni  plus  grande  que  l'unité^  il  s'ensuit  qu'on  aura  nécessai- 
rement Az=.  I. 

Donc  la  fonction  dérivée  de  sin  x  est  simplement  cos  x  , 
et  la  fonction  dérivée  de  cos  x  e^t  —  sinx,  x  désignant  un 
angle  quelconque ,  c'est-à-dire ,  un  arc  dans  le  cercle  dont 
le  rayon   est  l'unité. 

Ainsi  on  aura,  en  général,  pour  un  angle  quelconque. i, 
.in£=i-^  +  ^^-etc. 

€OSl  =  I— 1 g—?  —  ^    g    /    r    c   +  etc.  ,    , 

2  2'0.4  22.0.4.5.0 

formules  connues ,  et  dont  la  découverte  est  ^ue  à  Newton. 

k 
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Nous  venons  de  considérer  les  sinus  et  les  cosinus  comme 
fonctions  des  angles.  On  peut  réciproquement  considérer  les 
angles  comme  fonctions  de  leurs  siaus  ou  cosinus^  et  en  cher- 
cher les  fonctions  dérivées.  On  désigne  communément  cetto 
fonction  par  les  mots  ang  sin  ou  a/ig*  cos ,  placés  avant  le 
sinus  ou  cosinus ,  comme  caractéristiques.  ' 

Soit  ^ 

fx  =  ang  sin  a: ,  on  aura  sin  (/x)  =  x  ; 

mettant  x  -f-  £  pour  x ,  et  supposant 

ifx  +  —f'x  +  etc.  =  »  , 
on  aura 

8in(yx-f-»)=^  +  ï=«in  (/x)  cos  «-f*  cos  (/x)  sin*; 

br 

$iii(/x)=x;  cos(/x)  =  l/  {i— 8in»(/x)}=v/î^^^î 
de  plus 

8maf  =  a»— - — =  +  etc.  ;  et  cos«=:i  —  —  +  etc., 

par  les  formules  trouvées  plus  haut;  donc  faisant  ces  sub* 
stitutions^  çt  restituant  la  valeur  de  0^  on  aura^  en  ordonnant 
les  termes  par  rapport  à  i,  l'équation  identique 

x^i=:x-\-i  ^/  (1  —  x*)/'x 

+  -T  {VO-x*)/"x-xCf xy}+  etc.; 


laquelle  donne  ^  par  la  comparaison  des  premiers  termes  af-^ 
fectés  de  i, 

1  =  t/(i— x*)/x,  d'où  résulte  /x=  J7f=î=p- 
La  comparaison  des  autres  termes  donnera  les  valeurs  de 
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fx^  fxy  etc.;  maïs  il  est  plus  simple  de  les  déduire  îm* 
médiatement  de  celle  à&  f  x. 

Soit  maintenant 

yx  =  angcosa?^  on  aura  x=cos(yx); 
mettant  x  +  £  pour  x ,  et^a?  +  «  ^ourfx,  on  «ura 

X  +  £=cos  (Jx  +  fl^)  =53  ços  (/op)  co$ 41  —  m  yjx)  siu 0»  ; 
or 

cos(yx)=a:et8in(yi:)  =  v/(i— cos»(^))  =1/(1— a:^)  ; 

faisant  ces  substitutions,  et  mettant  pour  sin  a»  et  cos  6>  leury 

valeurs  en  séries^  o  -^  — «,  etc.,  et  i—  -^  4"^^-i^^^Wa, 

après  avoir  restitué  la  valeur  de  eâ,  et  ordonné  les  temuM 
suivant  les  puissances  de  i ,  cette  équation  identicpie 

et  la  comparaison  dçs  deux  premiers^  termes  affectés  de  i 
4oœiera 

d'où  résulte 

fx—-- î . 

Donc ,  puisque  x  étant  le  sinus  d'un  angle ,  i/(i — x*)  en 
est  le  «osinns,  et  x  étaat  le  cosinus,  v^(i — a:*)  en  est  le 
•inus  ;  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  trouver ,  que  la 
fonction  dérivée  d'un  angle ,  exprime  par  son  sinus ,  est  é^ale 
à  V unité  dikfisée  par  le  cosinus ,  et  que  la  fonction  dérivée 
d'un  angle  exprimé  pajr  son  cosinus ,  est  égale  à  l'unité  di^ 
visée  par  le  sinus,  et  prise  avec  le  signe  moins. 
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:=  p^cf^  +  *  (jnp"^^  q^ff  +  »fl*^'  p^q'  )  +  etc.  ; 

donc 

y  z=iA  (^mq^p'^-y  +  np^q'^^(f). 

On  trouvera  de  la  même  manière ,  que  si  j^  =  Ap^q^r^,  on 

aura 

et  ainsi  de  suite. 

Soit  en  général  jr  =j/^;  en  regardant  fp  comme  une  fonc* 
tion  de  p ,  ses  fonctions  dérivées  seront  f'p ,  f"p ,  etc.  ; 
ensorte  que  p  devenant  p  -^  cà,  fp  deviendra 


û:* 


/p+«/'p+-/>+etc. 


a 


Or  p  étant  une  fonction  de  x  j  lorsque  x  devient  x  -f-  i^ 

i* 
/ï  devient  p^ipf  '^ p"  +  etc. 

Donc  faisant 

«>=:î/4.— p^-f  etc., 

la  fonction  fp  deviendra ,  par  la  substitution  de  x  +  ik\% 
place  de  x, 

//>+  ipT/»  + 1"  ip'TP + /»"/?)  +  etc. 

Ainsi  on  aura  d'abord  y''=zp'fp^  d*ou  résulte  ce  prin- 
cipe :  que  la  fonction  dérivée  d'une  fonction  qui  est  elle" 
^me  une  fonction  de  a  ^  est  égale  au  produit  des  fonctions 
dénuées  de  ces  deux  fonctions» 

Ce  principe  sert  à  généraliser  les  résultats  précédens ,  rela- 
tivement aux  fonctions  dérivées  des^puissances  des  exponen- 
tielles des  logarithmes  et  des  sinus  et  cosinus. 

Ainsi ,   si  j^  =  p"*,   on  aura  y  =  mp'^y  5 

0 
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So  c  k  h  c  V  h 

nyz=z  a^,  on  àuray  =  a'*p'  la  ; 

si  jr  =  log p,  on  auray  =  ^  ; 

si^  =  sin  p,  on  auray  =  p'  co«  p; 
si j'  =  cos  p ,  on  auray  =— p'  sin p; 

^^tangsinp,  on  auray  ==:p~^--^  ; 

sijf  teaagcosp,  on  auray  =  -  y'^^^^y 

Supposons  ensuite  que^  soit  une  fonction  de  p  et  ç 
nous  désignerons  par  y*(p ,  9)  ;  il  s'agira  de  substituer 
à  la  place  de  x  dans  les  deux  fonctions  ptlq ,  et  de  ti 
ensuite  le  coei&cient  de  i  dans  le  développement  de  la 
tioa  <u>iiipo8éey*(p,  q).  Or  îl  est  TitiUe  qu'on  aura  le 
résultat^  soit  qu'on  fasse  ces  deux  substitutions  à-Ia-foii 
qu'on  les  fasse  Tune  après  l'autre  »  puisque  les  quantités 
sont  regardées  dansées  substitutions  comme  indépenda 

En  substituant  d'abord  x^i  à  la  [dace  dé  x  dans  la 
tion  p,  lafonctiony*(p^  q),  regardée  seulement  comme 
tibik  de  p,  dlbYiendra^  par  ce  que  noiis  yénous  de  trouv 

/(Pi9)+v'/(P)  +  etc. 

J'écris  sîmpletaent /^(/>)  pour  désigner  la  fonction 
vée  dey*(p,  </)  prise  relativement  à  p  seul^  q  étant  reg 
comme  constante. 

Substituons  ensuite  x  -|-  i  au  lieu  de  x  dans  la  foncti 
la  fonction  f(,p,q)  deviendra  pareillement 

'       /(P,9)  +  ^V/(9)  +  etc., 

^^/'(9)  représente  la  Éonction  prime  de/(p,  q)  pri 
lativement  à  q  seul^  p  étant  regardée  comme  constante 
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rsp*^  +i  {mp^^^q*//  -+-  mf^^p^^)  4.  etc.; 

donc 

/  =  -//(  mqy^Y  +  np^tf^^if  ). 

-  ■    ' .  .  • 

On  trouvera  de  la  même  manière^  qne  tiy^r:  jtpFq*r^,  on 

aim 

et  amâ  de  suite. 

Soh  en  général^  =  ^;  en  ifègaitlant  ^  comme  ime  fbne> 
tbn  de  p ,  ses  fonctions  dérivées  seront  f^p ,  fp ,  etc.  ; 
iBiûrte  que  p  devenant  p'-^  <»^j^  deviendra 

«  1 

Or  p  étant  une  fonction  de  x  j  lorsque  x  devient  x  -f- 1/ 

*                            i* 
^devient  P'^ipf  '^ P^  +  c^c- 

Donc  faisant  *  ..; 

«=:ip'+_p^  +  etc., 

1^  fonction  fp  deviendra ,  par  la  substitution  do  x  4*  î  ^  1^ 
place  de  x , 

/P+  V'//'  + 1-  (p'tTP  +  pTp)  +  etc. 

Ainsi  on  aura  d'abord  y'-=ip'fp^  d'où  résulte  ce  prin- 
cipe :  çue  /a  fonction  dérivée  d'une  fonction  qui  est  ellé-^ 
iiiéme  une  fonction  de  x ,  est  égale  au  produit,  des  fonctions 
iérivées  de  ces  deux  fondions* 

Ce  principe  sert  à  généraliser  les  résultats  précédens ,  rela- 
ti?einent  aux  fonctions  dérivées  des^puissancés  des  exponen- 
tielles des  logarithmes  et  des  sinus  et  cosinus. 

Ainsi ,  si  y  =  p"",  on  aura  y  =  mp'^Y  ; 

0 
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Par  les  mêmes  principes  on  a 

■  « 

pour  la  fonction  dérivée  de.  p'^q^.^  le  premier  terme  étaiH 
fonction  dérivée  relative  àp^  et  Je  second  étaiit  la  fonction  < 
rivée  relative  à  9  ;  et  ainsi  du  reste. 

Si  p  =  8in  X  et9  =  CQS.a;^  onap';=:cos  a:» et  9'=:  — sin 
donc  lorsque 

y  =  sin"*  X  cos"  x, 
on  aura  ,       .  -r 

y  5S  m  sin"*""*  x  cos^^^x  •--  n  cos»*"*  x  sinf*"*"*^. 


Ainsi^  comme  la  tangente  d'un  angle  est  égale  au  sinus  dr 
par  le  cosinus,  .en. la  dénotant  par  les  mots  tang  placés  ay 
l'angle  comme  caractéristique  ^  et  faisant 

sin  x> 
V.=  tangx=:  -^^— »-  ,      • 

.  .      ,        cosx  ^ 

on  aura  '  ' 


y^i  + 


^n*  X  1 


•^•^ 


COS*  X  COS*  X* 


Et  en  générd,  si  y  =:  tang  p ,  on  trouvera      , 

y-  -4_: 

•^  '        cos*p 

Mais  la  fonction  y  pourrait  n*être   donnée    que  par  i 

équation  entre  x  et  y,   Représentons  en  général,  cette  éqi 

. •  .'    '.'4  j à .     ^ 

bon  par 

i^Çj.  à:)=:o: '. 

il-  est  clair  que  si  on  regardé  y  comme  une  fonction  de  x  i 
terminée  par  cette  équatioïi  >  et  qu'on  ima^ne  cette  foncti 
substituée  au  lieu  de  y  dans  F(  jf ,  x  )  ,   il  en  résultera  11 
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fonction  de  x  qui  sera  identiquement  nulle,  qiftlle  que  soit 
la  yaleur  dé  à:^  et  parconséquent  aussi  en  mettant  a;  4*-  i  à  la 
place  de  X,  quelle  que  soit  la  valeur  de  i. 

Dénotoo»  cette  &ndtioa:'*par  s,  et  comme  x  devenant 
x  +  £,  a  devient  z  +  tV  -f-  -  j&''  -{-  etc. ,  on  aura,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  i ,  Féquation 


•x     .    »' 


z  +  zV  +  r  ai"  +  etc.  =  0  ; .     . 

;  d'où  l'on  tire  les  équations  ,  >  '.       . .      '  '.  '"  C  *  . 

z  =  o,z'=o,a''  =  o,  etc. 

•  •  • 

Maintenant  z  étant  =  F(  jf ,  x)  on  auta^paf-I^i  formules 
ci-dessus 

•  /  »  »  •  •  '  ■ 

tn  dénotant  par  F'  (  j^  )  la  fonetioa  prime/  de, F {y^x) 
prise  relativement  à  y  seul ,  et  par  jF"  (  a?  )  la  tohction  prime 
de  F(  j^ ,  a:  )  prise  relativement  à  a; ,  et  CaÎMnt  a/  ==  i  ^ 
puisque  x  devient  simplement  x  -^  i. 


Ainsi  l'équation  dérivée  »'  s;=  o,  sera 
ou  loD  tiré         • 

■  ,'_■  •■■  F'Çxy  '-'^  ••"■■•■ 

On  aura  de  cette  mjanièro  la  valeur  de  y'  ^  fonction  de  x 

«t  y;  de  là,  en  regardant  toujours  y  comme  fonction  de  x. 

On  pourra  déduire  k  valetf^dey  en  fonction  dô  x  et^.  Caïf 

tfx  am^posant.pour  abréger  ji'  =f(^yy  x  ) ,  la.foncjtion  dérivée 

de /(y,  x)  sera  de  la  forme //'  (y.}  ^/!ix)'>  àpno 

Qobstitnant  pour  V  sa  valeur  .,.jûn  aura   j  . 

-  '  25 
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et  ainsi  de  suite. 

On  trouverait  les  mêmes  râleurs  de  ^ ,  jTi  etc^-  pv  I( 
écpiations  z'  =z  o ,  z"  z=:  o ,  etc. 

Si  1  on  avait  plus  généralement  Téquation 

«  ■ 

on  trouverait  de  la  même  manière  Pécjuation  dérivée , 
yi^' (  J' )  +  P'i^' (  P  )  +  9'i^  (  9  )-4- etc.  «  o ; 
d'où  Ton  tire 

Et  regardant  do  Àôtovean  la  valeur  dé  y  comme  une  fon< 
tion  dey  ^pj^y  etc. .  p'^  q\  etc.  ^  sa  fonetioa  dérivéjft  sera 
valeur  de  y-,  et  ainsi  de  suite. 

.  Enfin  si  Vttft  avilit  deu^  fbhctions  y  et  a  dôtanées  par  ] 
équations 

^(.y>  w,  p,9...)=^<>,  f(.y,  u,  p,  7...>=o, 

on  pourrait  par  les  mêmes  opérations  trouver  immédiateme 
les  valeurs  de  y^  et  u'  en  fonctions  de  ^ ,  u ,  p,  q ,  etc.  ;• 

Car  on  aurait  d'abord  hd  équations  dérivées 
y'F'  iy^+u'F'(^u)+/r  (p)  +q'F'  (<7)  +etc.  = 

yf(y)'¥^f(.u)+/f(j>)  +  trrQq)  +  ttc,=o 

à  où  Ton  tirerait  y  et  i/  ;  et  ainsi  du  reste. 

'  Les  règles  que  nous  venons^  d'établir  suffisent  pour  trèù^ 
les  fomrtiônè  défilées  d'un  ordre  quelconque  de  toute  foncti 
d'une  variable,  de  quelque  manière  qu'e&e  soit  donnée ^/s< 
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fxplicittmwt  par  des  eiqpre^sioBS  dét^miaéM^  août  implicite^ 
oent  par  d«s  équatioDS  queleonque». 

A  régjard  de  la  notation  cpie  nous  avons  employée  pour  re^ 
présenter  séparément  cbaque  partie  d*une  fonction  dérivée , 
relative  à  chacune  des  fonctions  particulières  qui  entrent  dans 
la  fonction  primitive  ^  on  voit  qu'elle  est  très-simple  et  très- 
commode^  et  nous  nous  en  servirons  aussi  dans  Ifi  suite. 

On  peut  même,  paf  cette  notation,  ne  séparer  du  reste  de 
la  fonction  dérivée  que  la  partie  relative  à  une  variable  don* 
née.  Ainsi  les  fonctions  primes  de  fonctions  de  p  et  9 ,  ou  de 
p,  9  et  r^  ou  etc. ,  peuvent  développer  de  cette  manière 

f'ip,q.r)=p'fip)+fiq,r) 

et  ain^  dea  antref . 

Il  &nt  tou)eii|!s  observer  de  ne  renfermer  entre  les  paren-r 
thèses  qui  suivent  la  earactéristique /^  des  fonctions  dérivées , 
que  les  variables  par  rapport  auxquelles  on  veut  prendre  la 
fonction  dériyée. 

Lorsqu'il  n  y  a  qu'une  seule  variable  entre  les  parenthèses 
eonmie  f\p) ,  cette  expression  indique  que  la  fonction  dé- 
rivée doit  être  prise  relativement  à  cette  variable ,  comme  si 
elle  était  seule  et  unique  ;  c'est-à-dire  que  /'  (  p  )  sera  le 
coefficient  de  i  dans  le  développement  de  la  fonction  donnée , 
en  y  substituant  simplement  p  -j-  i  au  lieu  de  p ,  quelque  fonc- 
tion d'ailleurs  que  p  puisse  être  de  x. 

Quoiqu'il  soit  plu?  simple  de  déduire  les  fonctions  dérivées 
des  diiFérens  ordres  les  unes  des  autres»  parceqiie  de  cette 
manière  les  mêmes  règles  et  les  mêmes  opérations  font  trouver 
toutes  les'  dérivées ,  et  que  ce  soit  même  dans  cette  dérivation 
successive  des  fonctions  que  consistent  l'essence  et  l'algorithme 
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fondamental  du  calcul  des  fonctions  dériTéei^  il  y  a  néanmoins 
des  cas  où  la  considération  immédiate  des  termes  saccessifs^de 
la  série  peut  donner  les  fonctions  dérivées  successives  d'une 
même  fonction  d'une  manière  plus  directe  et  plus  générale; 
c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  développement  de  la  fonction  en 
série  peut  s'exécuter  facilement  par  le9  formules  connues. 

En  eifet^  si  l'on  a  en  général 

p,  q  etc.  9  étant  des  fonctions  de  x,  et  qu'on  substitue  x  4*  ^ 
à  la  place  de  x ,  cette  équation  deviendra 

fa 

—fiP  +  ¥+  -  p'  +  etc,  q  +  uf^  -  fl^  +  etc....). 

Et  elle  devra  avoir  lieu  indépendamment  de  la  quantité  in- 
déterminée i  ;  de  sorte  que  si  l'on  peut  développer  directement 
]ia  fonction  qui  forme  le  second  membre  en  une  série  de  la 
forme 

/(  p,  9. . .)  +  iP  +  i'Q  +  i'R  +  etc.  ; 

on  aura  sur-le-champ 

Soit,  par  exemple,  y  =  pq:  on  aura  à  réduire  en  série 
l'expression 

(  P  +  ip'  +  5  P'  +  etc.  )  (  <7  +  'V  +  -^  9'  +  etc.  ) , 

et  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 

y  =  ptf+p'q 


DES  FONCTION  5.  5/ 

a  a      *   '^  ^  a 

a. 3        a.3  ^     a     ^     a     ^  a.3 

Et  en  général 


»fl(m-s) 


2.3...  m        a.  3...  m      a.3...(iii— i)      a.a.3...(m — a) 

+  o  g  ^  g 5  +  etc. 

a. 3.  a.  3. .  m  — 3 

l'exposant  placé  entre  deux  crochets  désignant  l'ordre  de  la 
fonction  dérivée ^  de  sorte  qu'en  multipliant  par  a.  3. .  m,  on 
aura  la  formule  générale 

/«)  =  pq(^"0  ^  mp'q^'^-'^  +  ^HLLU^Z})  p'^qij^')  +  etc. 

En  général  si  on  fait  y  =  pqr. . . . ,  on  trouvera  de  la  même 

manière  que  la  valeur  de  — ^ sera   composée  d'au- 

1 .a.o. . . m 

tant  de  termes  de  la  forme 

p g r        .... 


i.a.3...  AX  i.a.3.../xX  i.a.3...  j^x.-» 

quon  pourra   donner  de  valeurs  différentes    aux   nombres 
A ,  |x ,  y  etc.  ^  de  manière  que  l'on  ait 

A  -f-  ft  -{-  K  etc.  =  m. 
Supposons 

p  =  e*^,  ^  =  6**,  rzze'*  etc., 
la  quantité  e  étant  toujours  telle  que  /.e  =^  i ,  on  aura 
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€t  la  fonction  dériyée  de  Tordre  m  HXà 

yW  zx:(^a  +  b  +  0-^  etc.  )•  y  ; 
en  aura  de  même 

p        ^s  a  p  ,   q         z:z.  or  q  ^  r       s=  c  f ,  etc. 
Donc^  puisque  y  =  p^r...  il  s* ensuit  que  la  quantité 

(  a  +  i  +  c  +  etc.  )"• 

>  "       ■'    I»  ^  1 1 1  ■  Il  I 

1  .S.d.  .  .  771 

pourra  se  développer  en  autant  de  tennei  de  la  forme 

€L       Oi        c    •  •  •  • 

1  .a.3. . .  ^  X  1 .9.8. . .  fi  X  1 .9. 8. . .  f^  X  •  •  • 
qu*il  y  aura  de  manières  différentes  de  satisfaire  à  TéquatioB 

^  +  M  +  J'  +  «te.  ,  =C  771  , 

ce  qui  9*accorde  avec  ce  qu^on  a  trou?^  d'we  wtre  m^vière 

i  la  fin  de  la  Leçon  lY'. 
Faisons  maintenant 

p  =  x*,  ç=2X*,  ra=a?*,  etc. 
on  aura 

en  faisant 

yrf550  +  6r{-c-t"  etc. 

Donc  prenant  les  fonctkms  âériyé<s  des  ordres  m ,  A ,  fc ,  r ,  etc. , 
on  aura 


p('^)  =  a(a— i)(o^a)...(a  — X  +  Ox**— '^ 
rC  "  )  _  c  (  c  —  O  (  c  —  a  )•  •  •  (  c  —  »  -f-  0  x^"^ tXc. 


DéSFOVCTIONs;  3g 

Donc  piusqne 

Ia(piantité 

1,9^3 m 

le  trouvera  composée  d'autant  de  quantités  de  la  formci 
ii(a-^i)  {a — 2)  . . .(«  — .\*|-  1) 

"  ■■        III  II  '  '    a  '    ''    '    K^w*^»*'***^— ' 

..  ^(ft-0(t-8)..,(6-M+') 

1   .  a  .  3. . . .  /x 
X  «^^c-O(c-a)  (c-.  +  O  ^  ^^^ 

fu'il  y  a  de  manières  diiFérentes  de  ^atiçfaire  à  Téquation 

ee  qld'indiqae  Use  analogit  singulière  tntre  le  développement , 
de  la  puissance  d'un  multinomt ,  et  celui  du  produit  continuel 
du  même  degré. 

En  effets  ayant  développé  une  puissance  comma 

(a+i-f-c  +  etc.  )'^ 

en  ses  différens  termes^  on  aura  tout  de  suite  4e  développe- 
ment du  produit  continuel 

ji{A—i)  (^  — a)...  (^  —  Tw+i), 
ou 

>f  =  a  +  fc  +  c  +  €tc. 

en  substituant  dans  chaque  terme  à  la  place  des  puissances 

a^ yb^ ^  c^  etc.,  les  produits  continuels 
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a(a— O  (a — a)...  (a  —  x+i);  6(6— i)  (6  —  a).,. 
(6  —  ft+  i)i(c  —  i)(c  —  fl) (c  —  y+i),  etc. 

On  trouve  une  démonstration  directe  de  ce  théorème,  pour  le 
binôme ,  dans  l'ouvrage  de  Kramp  qui  vient  de  paraître  sous  le 
titre  d'Analyse  des  Réfractions. 

Nous  terminerons  cette  leçon  par  une  observation  impor- 
tante sur  la  nature  des  fonctions  dérivées.  ' 

II  est  facile  de  se  convaincre ,  par  la  manière  dont  les  fonc- 
tions dérivées  dépendent  de  la  fonction  primitive  ^  que  cet 
fonctions  sont  absolument  déterminées ,  de  sorte  qu'une  fonc-^ 
tion  donnée  ne  peut  avoir  que  des  fonctions  dérivées  données 
aussi  et  uniques  'pour  chaque  ordre. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  fonctioiis  primitives  à  l'égard 
de  leurs  dérivées  ;  car  puisque  la  fonction  dérivée  de  toute 
quantité  constante  est  nulle ,  il  s'ensuit  que  si  une  fonction 
donnée  est  primitive  à  l'égard  d'une  autre  fonction  donnée,, 
elle  le  sera  encore ,  étant  augmentée  ou  diminuée  d'une  cons- 
tante quelconque.  Ainsi  une  fonction  donnée  peut  avoir  une 
infinité  de  fonctions  primitives  à  raison  de  la  constante  qu'on  y 
peut  ajouter.  Mais  il  ne  s'ensuit  pas  que  toutes  les  fohctîoDS 
primitives  dont  elle  est  susceptible,  ne  puissent  différer  que  par 
une  constante  ;  c'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 

Soit  une  fonction  donnée  fx^  dont  Fx  êt^x  soient  égale- 
ment fonctions  prin^tives  :  on  aura  donc,  par  l'hypothèse, 

F'x^fx,  et  (p'x  =/r  ; 

donc  prenant  les  fonctions  dérivées  successives ,  on  aura  aussi 

F'x=fx,F''x:=jf^x  etc., 
et  de  même 

ç"x  =y^x  .  (^"x  ^=f"x  etc. 


1       •       .V 


Considérons  maintenant  les^  fonctions 
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F(a;  +  i)et(p(a:  +  i), 
on  a  par  le  développement 

F(x+.i)  ^Fx  +  iF'x+  -  F^x  +  etc.; 


donc  substituant  les  valeurs  de  F'x,  F'xfitc,  on  .aura 

Et  de  même 

donc  retramcjiant  Tune  de  Tautre  ces  deux  équatioss  ,•  on  aura 

Comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient 
xeti,  et  que  le  premier  membre  est  une  fonetion  àe  x  +  i, 
et  le  second  une  pareille  fonction  dé  x,  ï\^st  visible  que  cette 
fonction  ne  peut  être  qu'une  c(Histante  indépendante  de  x  et  i. 
On  aura  donc  nécessairement 

/if  étant  tine  constante  ^  et  parconséquent 

Fx  ?=  <px  -f»  AT  : 

d'où  Ton  voit  que  si  <^x  est  Une  fonction  primitive  defx,  toute 
autre  fondion  primitive  Fx  de  la  même  fonction /x  ne  pourra 
différer  de  çx  que  par  une  constante. 

Il  suit  de  là  quç  lorsqu'on  aura  trouvé  d'une  manière  quel- 
conque une  fonction  primitive  d'une  fonction  donnée^  en  y 
ajoutant  une  constante  arbitraire  ^  on  aura  l'expression  géné- 
rale de  la  fonction  primitive  de  la  fooction  donnée. 
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La  troisième  équation  donnerait  la  valeur  de  (  j^  )  |  et  aind  j^ 
de  suite.  Mais  j'observe  qu*on  peut  déduire  immédiatement  11  l 
valeur  de  C^")  de  celle  de  (y),  et  successivement  celle  d|y 
f^**)  de  celle  de  (y  )  etc. ,  par  la  loi  uniforme  qui  doit  régaet 

entre  ces  fonctions  dérivées  successives.  ^ 

t 
En  efiFet,  puisque  (y)  fonction  dérivée  de^  par  rapport  k»  \, 

est  égale  à  "2-7-,  c'est-à-dire ,  à  la  fonction  dérivée  de^  par  rap-  l 

port  à  ty  divisée  par  celle  de  x\  de  même  (y  )  fonction  dérivée 

de  (  )/  )  par  rapport  à  x ,  sera  égale  à  la  fonction  dérivée  de  -^ 

par  rapport  à  t,  divisée  par  x  ,  et  ainsi  de  suite.  Or  la  fono 

y'         y"       y^  x" 
tion  dérivée  de^  est*^  —  •^— tt  \  donc  on  aura 

X  X  X 

comme  on  Ta  trouvé  par  la  seconde  équation.  Et  ainsi  de 
suite. 

Par  ces  substitutions  en  dépouille ,  pour  ainsi  dire ,  les  fono-  , 

tions  dérivées  de  ce  qui  dépend  de  la  variable  à  laquelle  elle»  ^ 

se  rapportaient  originairement,  et  on  les  généralise  de  mar  ^ 

nière  qu'elles  peuvent  se  rapporter  également  à  toute  autre  y 
variable. 

Or  ce  qui  déterminait  les  fonctions  dérivées  de  ^  à  se  rap;*   : 
porter  à  la  variable  x  ,  c'était  qu'elles  résultaient  de  l'accroi»-   ■ 
sèment  i  attribué  à  cette  variable  \  au  lieu  qu'en  rapportant  ces 
fonctions  à  une  autre  variable  dont  x  est  censée  fonction  ^  l'ac- 

crois^emettt 4^  x  devient  alors  oo/  H —  x"  +  etc.,  q  étant  1*^ 


croissement 
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tementde  la  nouvelle  variable.  Ainsi  comme  le  cas  parti- 
*  où  raccroistement  de  x  est  simplement^,  résulte  de  Tez- 
on  générale  de  l'accroissement  de  x,  en  y  faisant  j/  =  i , 
isuit  que  j/  =  i  est  la  condition  qui  détermine  les  fonc- 
derivées  à  se  rapporter  à  la  variable  x,  et  qu'en  général 
les  rapporter  à  toute  autre  variable^  il  n'y  aura  qu'à  sup-* 
égale  à  l'unité  la  fonction  prime  de  cette  variable. 

'ésulte  de  là  cette  conclusion  générale  que  si  une  for- 
contient  les  fonctions  dérivées  y  ^y^ ,  etc.  relatives  à  une 
»le  Xy  et  qu'on  veuille  les  rapporter  à  une  autre  variable 

mque  ^  il  faudra  changer  j/  en  -^, 


Ti"         a/'» 


©)■ 


^^en ^ =  ^ 

d  de  suite.  Si  i  est  la  nouvelle  variable  à  laqneQe  on  veut 
rter  les  fonctions  dérivées  ^  cette  variable  étant  une  fonc- 
uelconqne  de  x  ety ,  il  n'y  aura  qu'à  faire  t'  =  i ,  et  par- 
lent 1^=0  y  ^=10  ,  etc.  ;  équations  par  lesquelles  onde- 
icra  les  valeurs  deaf ,  af  y  etc. ,  ou  dey  ^y" ,  etc. 

principe  est  général  et  doit  s'appliquer  à  toutes  les  fonc«* 
dérivées  qui  se  rapportent  à  une  même  variable.  Il  est 
;rand  usage  dans  le  calcul  des  fonctions  et  constitue  ua 
incipes  fondamentaux  de  l'algorithme  de  ce  calcul. 

cas  le  plus  simple  est  cehii  où  y  étant  supposée  fonction 
et  ses  fonctions  dérivéesy  ;y' ^  etc.^  étant  rapportées  à 

£ 
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X|  on  Vtut  au  contraire  regarder  x  comme  fonctkm  àty^t 
rapporter  i^  ks  fonctions  dérivées  a/  >  a;^>  etc.  Oa  fera  dan 
ce  cas  ks  subsdtotioos  indiquées  ei-^ssas  et  cm  supposera 

y  =  i,y  =  o,etc. 

1  a!' 

On  substitaera donc  -r  à  kplaee  de  y  ^  -^-71  àkpiaced 

X  X 

y" ,  et  ainsi  de»  autres. 

Ainsi ,  ayant  trouvé  dans  la  Leçon  lY^  que  y^^oF  donne^  tfe 
lativement  à  x 

on  pourra  avoir  immédiatement  la  valeur  de  x^  relativement  • 

y,  en  substituant  simplement  -7  fi^  la  place  dey  ^  ce  qui  don- 
nera 

yla 

Comme  x  est  le  logarithme  de^  pour  la  base  a  ^  on  a  par-Ii 
la  fonction  dényée  du  logarithme. 

De  même  en  supposant  jr  =3sin  x^  on  a  vu  dans  la  leçon  V 
que  Ton  a  ^  relativement  à  x , 

y  s=2  cos  x; 
donc ,  pour  avoir  réciproquement  ïa  fonction  dérivée  x'  de 
l'angle  par  k  sinu&y,  il  n'y  aura  qu'a  sabstittier  -7  à  la  place 


dey,  caqabdoBnera 

1 


:«'  = 


cosx    1/(1'— y)' 

Si  on  fait 

y  =  cosx ,  on  ay=:—  sin  x; 

donc  on  obtiendra  de  la  même  manière 
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X  =:-  — 


"      sin  X  ^^  (  1  ~y*)' 

Ces  résultats  s'accordent  avec  ceux  qu'on  a  trouvés  dans  les  en* 
droits  cités  d'une  manière  directe  mais  plus  longue. 

Enlin  ayant  vu^  dans  la  leçon  Vl^  que 

^=tansa:donney=^; 

«  on  veut  avoir  la  fonction  dérivée  de  Tare  par  la  tangente ,  on 
aora  sur-le-champ 

a/  =  cos*  X  =r '• •  :=  . 

i4-tang»x        i^y 

.^    £n  général ,  puisque 

j^  =  tang  p  donney  =  .^^, 

On  aura  réciproquement 

p'=y  cos^p, 

p  étant  une  fonction  quelconque  de  x. 

Si  maintenant  on  veut  regarder  p  comme  fonction  de  y  et 
Rapporter  la  fonction  dérivée  p'  à  la  variable;y^  oa  feray=i 
et  Ton  aura 

p'  Œ  cos*p  =r— i-; 

t^mme  ci-dessus. 

La  formule  a/  ==  cos*  x  est  très-propre  pour  trouver  fa- 
cilement les  fonctions  dérivées  de  x  des  ordres  supériems.  En 
:  effet  >  on  aura  d'abord 

r  ' 

x"  =  —  a  a/  sin  OC  cos  a:  =  —  a?'  sin  a  a; 
^  =  — -  sin  2  X  cos*  X, 

|ta  substituant  la  valeur  précédente  de  x\  Prenant  de  nouveau 
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les  fonction^  dérivées ,  on  aura 

x*  =  — >i2  j/ (  coss  JCGOS*  f — sina  xsin  a;  oosx  ) 

et  continuant  de  la  même  manière^  on  aura 

x'^'ssa  .  3a:^(sin3j;cos^x  +  co85a:«nxcos*x) 

=  a  .  3i/sin4xco^x=:a  .  39in4j:cos^x, 
x^=^f^  -3  .  4^(co84yi?co8^x— 8m4xsinxeo6^x) 
=:a  .  3  .4^cos5xcos'x=a  .3  .'4^^^^^^^^» 

et  ainsi  de  suite. 

Ayant  ainsi  toutes  les  fonctions  dérivées  de  x  relativem 
ày^  c'est-i-dire ,  en  supposant  x=jy^  si  on  les. substitue d 
la  formule 


i« 


x-J^ix'+—  X*  +  etc., 

on  aura  la  valeur  de  x  répondant  à^  -|-  i. 

Ainsi  on  aura  la  valeur  de  Tare  dont  la  tangente  sera  tang  x-{ 
exprimé  par  la  série 

,  .  ^t*C08*x  .  i'cos'x       - 

x-f-ïcosx.  cosx  — —  smax— •  — =-— cos3x 

a  o 

,  i^cos^x    .     .       .    ?cos*x       , 

' T"~  sm  4  X  -J g —  cos^x— etc. , 

formule  remarquable  par  sa  simplicité  et  sa  généralité» 
Si  on  fait  x  =  o,  on  trouvera 

arc.tUng  i  s=  i  — -^  +  "5  +  ®*^' 

formule  connue  et  due  i  Leibnitz;  mais  il  n*est  permis 
faire  x  r=:  o  qtt*autaot'«l^*on  est  assuré  d'avance  de  la  forme 
la  série. 
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LEÇON     HUITIÈME. 

Ou  développement  des  Fonctions  lorsquon 
donne  à  la  variable  une  'valeur  détenninèe. 
Cas  dans  lesquels  la  règle  générale  est  en 
défaut.  Analyse  de  ces  cas.  Des  valeurs  des 

fractions  dont  le  numérateur  et  le  âénomi" 
nateuir  s' évanouissent  àrlorfois. 

• 

IjA  diéoriedes  fonctions  denrées  est  fondée  sur  le  dé?dop- 
ponentdes  fonctions  lorsqu'on  attribue  à  une  tariable  un  ac- 
Broîflsemcnt  indéterminé.  Nous  avons  démontré  dans  la  leçon  II 
{ne  ce  déreloppement  ne  peut  contenir  que  des  puissances  en- 
tières et  pontives  de  la  quantité  dont  la  variable  est  augmentée, 
tant  que  cette  variable  demeure  indéterminée ,  et  nous  avoua 
ensuite  déduit  de  cette  forme  les  lois  de  la  dérivation  des  fonc- 
ions, n  est  donc  nécessaire,  avant  d'aller  plus  loin,  d*exa- 
ininer  les  cas  où  elle  pourrait  se  trouver  en  défaut ,  et  les  con- 
■équences  qui  en  résulteraient  relativement  aux  fonctions  dé- 
rivées. 

Nous  avons  vu  dans  la  même  leçon,  que  la  série  du  dévelop- 
pement de  y*(a:+i)  ne  peut  contenir  de  puissances  négatives 
^  î,  à  moins  que  l'on  ait  ^  3=  à  l'infini ,  parcequ'en  supposant 
'^0,  les  termes  qui  contiendraient  de  pareilles  puissances  de* 
l^iiidiiîent  infinis.  On  peut  prouver  de  la  même  manière  que  la 
I^Ueie  pourra  contenir  aucun  terme  multiplié  par  log  i  ou  pmr 
^  puissance  positive  quelconqtîe  de  log  î ,  si  la  même  condition 
^'^lieii  j  ces  eortes  d$  termes  devenant  également  infinis  lorsqiM 

-—  3 
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f =0.  Or  cette  condition  exige  que  la  variable  a:  ait  une  Talent 
déterminée,  qu'on  trouvera  par  la  résolution  de  l'é^uatioa 

fX2=:-   ou  7-:=o. 
^  o        jx 

Soit  donc  a  une  racine  de  Téquation  7-  s=  o  ^  de  niaoiiit 

fx 

que  Ton  ait 

1  (x — g)"* 

j^~       Fx       ' 

Fx  étant  une  fonction  d^  x  qui  ne  devienne  ni  nulle  ni  infime , 
lorsque  xz=za^   et  m  étant  un  nombre  positif  quelconqof. 

En  mettant  cr-f-f  à  la  place  de  x,  et  faisant  ap=a|  on 
aura 


/(.+0=^^^ 


i  • 


où  l'on  voit  que  la  série  du  développement  de  /"(  j:-f"0  **^ 

1  1 

dans  ce  cas  des  termes  de  la  forme  --r  •    -*=— r  etc. 

Conâdérons  maintenant  les  cas  où  ce  développement  pounttit 
contenir  des  puissances  positives ,  mais  fractionnaires  de  t.  lA 
démonstration  que  nous  avons  donnée  pour  prouver  l'absence 
de  ces  sortes  de  termes ,  est  fondée  sur  ce  que  ces  termes  av^ , 
menteraient  le  nombre  des  radicaux  dans  le  développement  de  ^ 
y*(x-}-i),  tandis  qu'il  est  évident  que  cette,  fonction  nepeirt- 
contenir  que  les  mêmes  radicaux  que  la  fonction  fx  >  tant  qoi . 
X  est  supposé  une  quantité  quelconque  indéterminée,  MaisçcH* 
démonstration  cesse  d'avoir  lieu  lorsqu'on  donne  à  x  une  vaktf 
déterminée  telle  qu'elle  fasse  disparaître  un  radical  à»ti$fs^\ 
car  alors  ce  radical  pourra  être  remplacé  par  un  radical  de^ 
dans  le  développement  de/(  a?  +  0  •  En  effet ,  supposons  ipie  !• 
fonction^  contienne  un  radical  qui  s'évanouisse  lorsque  x:=^(^p 
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m 

telqae  (x —a}"  ^  metn  étant  des  nombres  entiers  ;  lafonctioii 

ut 

/(x-(-i)  contiendra    le  radical  correspondant  (x  — a-f-i)^ 


m 


Jequel  «n  faisant  sc^xa  devient  ^^  ;  de  sorte  que  le  développe- 
ment de  cette  fonction  suivant  les  puissances  de  i,  pourra  ton- 

m 

tenir  le  radical  ?  et  toutes  ses  puissances  etitiires  et  po^ 

«itives. 

Cette  conclusion  n'aurait  pas  lieu  si  la  valeur  paitiailièrc  de 
X  n'anéantissait  pas  le  radical ,  mais  le  faisait  seulement  dispa- 
raître en  rendant  nulle  une  quantité  par  laquelle  il  serait  mul- 
tiplié. Car  quoique  le  radical  puisse  disparaître  de  cette  ma- 
nière de  la  fonctionyô?^  il  pourrait  ne  pas  disparaître  dans  les 
fonctions  dérivées^ar ,  /"x ,  etc.  qui  entrent  dans  le  dévelop- 
pement de  y  (  X  -f-  i  ) ,  et  alors  la  démonstration  conserverait 
tonte  sa  force.  Ainsi  ^  si  un  radical  de  la  fonction  fx  se  trouvait 
multiplié  par  (  x*^a)r ,  m  étant  un  nombre  entier  positif;  ca 
radical  y  disparaîtrait  lorsque  x=a;  mais  dans  la  fonction 
/(x-}-£),  il  semit  multiplié  par  (x— c+iy*^,  et  dans  le  cas 
de  X  =7  0)  il  le  serait  par  i"^.  Donc ,  dans  le  développement  de 
cette  fonction,  il  ne  pourrait  paraître  alors  avant  le  terme  qui 
contiendrait  la  puissance  £"*  ;  parconséquent  il  disparaîtrait  des 
fonctions  dérivées ^x^/^x,  etc.;  ju8qu'ày^"*^*)x,  mais  repa- 
r^trait  dans  les  fonctions  dérivées  dés  ordres  sulvans  ;  de  sorte 
que  le  développement  àef(x'^i)  contiendrait  toujours  dans 
ce  oaa  le  même  radical,  tl  n'y  a  donc  que  le  cas  où  le  radical 
est  détmit  daQS  la   fonction  fx  par  une  vafleut  pârticultèr& 
dex,  dans  lequel  le  développement  de /(x  +  i)  doive  con*- 
tenir  des  radicaux  de  i ,  et  il  reste  maintenant  à  Voir  Comment 
QQ  pourra  juger  ^ue  cela  doive  avoir  lieil  ^ 

I^our  cela  j'observe  que  les  fonctions  jf'(x+O.>jr'(^"^0>  ^tc. 
•ont  également  les  fonctions  dérivées  de/(x+0  ^^^^  qu  onles 
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prenne  relativement  à  x  ^  soit  qu'on  les  prenne  ■  relatiTedMift-^ 
à  i  y  ce  qui  e«t  évident ,  puisqu*en  augmentant  soit  x,  soit  i  d'ail  f' 
même  quantité  quelconque  ^  on  a  le  même  accroissement  de  It  j-j 
quantité  x-f-£.  D'où  il  suit  que  l'on  aura  également  lesvalem 
Atf'XffXf  etc.  quel  que  soitx^  eo  prenant  les  fonctionsdériyées . 
successives  def(x+i)  relativement  ki,  et  faisant  ensuite  i=o.  b 

Or  si  on  suppose  que  le  développement  de  fi^-^-i)  doift  f 
contenir^  lorsque  x  =  a,  un  terme  affecté  de  f" ,  tel  que  jti'^,  * 
^  étant  une  fonction  de  a ,  et  m  n'étant  pas  un  nombre  entier 
positif;  en  prenant  les  fonctions  dérivées  relativement  àt,  il 
faudra  que  les  dé  veloppemens  des  fonctions 

contiennent  les  termes 

m  u<  î"^* ,  m  (  m  —  1  )  ^  i"*~* ,  etc. 

Donc  faisant  i=zo,  on  en  conclura  que  les  fonctions^  ^jf^i^i 
fx,  etc.  lorsque  x=  a ,  contiendront  respectivement  les  ter-* 

mes 

jicT,  murfo"»-"',  m(m— i)u^o^"^;  etc. 

Si  m  est  un  nombre  quelconque  négatif^  il  est  clair  qne  tons   •' 
ces  termes  seront  infinis. 

Si  m  est  un  nombre  positif  non  entier^  soit  n  le  nombre  en« 
tier  inunédiatement  plus  grand  que  m,  il  est  visible  que  le 
terme  tu  (tu—  i  )  . . .  {ni'^n'j'  i)A  o"*""  sera  infini  ainsi  qne 
tous  les  suivans^  et  que  tous  les  précédens  seront  nuls.  D'où  il 
Buit  que  les  fonctions  dérivées  de  l'ordre  nf^*  et  des  ordres 
euivans  deviendront  infinies  lorsque  x=a. 

Dans  ce  cas  donc^  si  n  est  l'indice  de  l'ordre  de  la  première 
fonction  qui  devient  infinie ^  le  dé veloppemmt  de  f(^x+i) 
devra  contenir  un  terme  de  fonne  i^,m  étant  un  nombre  cooh 
pris  entre  n—  i  et  /i. 
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S  iiiso«  e*€8t-à-<lire^  si  la  fonction  yô:  deriaot  elle^-méme 
idnie  »  ce  déyeloppement  contiendra  alors  des  puissances  nég^ 
tires  deî. 

On  doit  appliquer  aux  logarithmes  ce  qu'on  ^rient  de  dé- 
montrer sur  les  puissances  fractionnaires  de  i.  Car  on  a  vu  à  la 
fin  de  la  leçon  lY ,  que  les  logarithmes  répondent  aux  puis- 
sances fractionnaires  dont  l'exposant  est  infiniment  petite  c'est- 
à-dire  aux  racines  infinitièmes ,  et  que  c'est  par  cette  raison 
qu'il  y  a  toujours  une  infinité  de  logarithmes  répondant  a  un 
même  nombre. 

Aussi  ^  par  la  même  raison^  lorsqu'on  résout  une  fonction  en 
série  suivant  les  puissances  d'une  même  quantité^  il  peut  sa 
trouver  quelquefois  le  logarithme  de  cette  quantité  entre  les 
puissances  positives  et  les  puissances  négatives  de  la  même 
quantité ,  lorsque  la  fonction  elle-même  contient  des  loga- 
rithmes. 

Ainsi ,  si  la  fonction^  contient  des  logarithmes ,  le  dévelop- 
pement dey(x-f-0  pourra  contenir,  dans  le  cas  particulier  de 
X = a ,  des  termes  de  la  forme  i"*  (  log  i  )*  ^  et  les  fonctions  dé^ 
rivées/'  (x+i),  /*  (oc+i),  etc. ,  contiendront  alors  des 
termee  de  la  forme  . 


*""'  (  log  i  )•  et  i*»-»  (  log  i  )»•' , 
delà  foime 


?i-*(logi)^,  i"^(logî)'^»  et  i'"-(logi)»^*; 

et  ainsi  de  suite.  Or  lorsque  i=o,  logi  est  infini,  et  toute 
quantité  de  la  forme  (""(logi)'  est  nulle  ou  infinie  suivant 
que  ni  est  un  nombre  positif  ou  négatif,  quelque  soit  n. 
Donc  puisque  dans  les  termes  des  fonctions  dérivées 
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les  exposans  des  puissances  de  i  qui  multiplient  les  puissances  i 
de  logf  vont  nécessairement  en  diminuant^  il  s'ensuit  que  dès 
qu'une  de  ces  fonctions  deviendra  infinie  par  la  position  ds 
x:=:a,  toutes  les  autres  des  ordres  suiyans  deviendront  infinia 
aussi. 

On  peut  donc  conclure  en  général  que  le  déyeloppiement 


? 


fx  +  ifx  +  '^fx  +  etc. 

de  la  fonction  /*  (x  -f-  0  ^^  P^^^  devenir  fautif  pour  «ne  ?abnr 
déterminée  de  ce,  qu'autant  qu'une  des  fonctions yi: ,  fx, 
/"x,etc. ,  deviendra  infinie  en  donnant  kx  cette  valeur;  et'qne 
ce  développement  ne  sera  fautif  qu'à  commencer,  du  terme  qm 
deviendra  infini. 

Pour  trouver  alors  la  vraie  forme  du  développement  suivjojt 
les  puissances  ascendantes  de  i ,  il  faudra  faire  d'abord  dans  la 
fonction  y  (x-f-i),  x  égal  à  la  valeur  donnée,  et  développer 
ensuite  suivant  les  puissances  croissantes  de  i  par  les  règlei 
connues,  en  ayant  égard  aux  puissances  fractionnaires  ou  né- 
gatives de  i  qui  se  trouveraient  dans  la  fonction  même. 

Pour  confirmer  par  quelques  exemples  oe  que  nous  venons  de 
démontrer ,  supposons  d'abord  que  l'on  ait 

fx:=3iïiax  —  07*  + a  l/(x*  —  a*)  , 

et  qu'on  demande  le  développement  fi^x^i)  lorsque  j;=fl« , 

En  prenant  leis  fonctions  dérivées  suivant  les  règles  générales, 
•n  aura 


É  • 


f  xss:%{a'^x)  +     -  - 


et  ainsi  de  suite. 
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En  faisant  J=a^  on  a 

donc  toutes  les  fonctions  dérivées  des  ordres  suivans  feront 
aussi  infinies,  et  le  développement  de  fÇ  û  +  i )  contiendra  né- 
cessairement un  terme  de  la  forme  uii*^ ,  m  étant  entre  o  et  i. 

£n  effet  on  aura  par  la  substitution  de  a  +  i  dans  Texprea- 
sion  defx 

d'où  TonToit  que  le  développement  suivant  les  puissances  de  i 
contiendra  des  termes  de  la  ferme  yi,  i  yi,  ?  yi,  etc. 

Soit  en  second  lieu 

fxrs:  l/x  +  Cx  — a)*/(a?  — a), 
on  aura  cet  fonctions  dérivées 

•^  u  yx  ^  y    \  y  • 


8P|7 
etcl 


X    '    X— a  * 


Si  on  fait  a:=a,  la  fonction  secondera:  devient  infinie^ 
ainsi  que  toutes  les  suivantes. 

Ainsi  le  développement  dey  (x+i)  par  la  formule  générale 
deviendra  fautif  dans  le  cas  de  x*i=:  a  ^  et  il  contiendra  nécessai-^ 
rement  le  terme  i*  /  /. 

Nous  avons  observé  plus  haut  que  lorsqu'une  valeur  parti- 
culière de  X  fait  disparaître  dansfx  un  radical ,  en  ne  détruisant 
pas  ce  radical  lui-même ,  mais  en  rendant  seulement  nul  scn 
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coefficient ,  alors  ce  même  radical  reparaîtra  nécetsairemmit  i 
dans  les  fonctions  dérivées y^x^/^x,  etc.  ^  et  la  formule  gêné» 
raie  du  développement  dey*(x-f-0  ^^  cessera  pas   d*êtra   ! 
exacte  dans  ce  cas.  , 

Mais  lorsque  la  fonction^  au  lieu  d'être  donnée  d'une  ma** 
nière  explicite  n'est  déterminée  que  par  une  équation  où  le  ra« 
dical  ne  se  trouve  pas ,  la  détermination  de  ses  fonctions  dé-    \ 
rivées  dans  le  cas  dont  il  s'agit  >  pourra  être  sujette  à  desdif-    j 
ficultés  qu'il  est  bon  de  prévenir» 

Soity=ifx  y  et  parconséquent>  en  prenant  les  fonctions  dé- 
rivées, y  =yx,  j'^  =y"*x,  etc.  Supposons  que  pour  une  va- 
leur donnée  de  x  il  disparaisse  dans  fx  un  radical ,  leqnel 
ne  disparaisse  pas  dans  f'x',  il  est  clair  que  pour  cette 
valeur  de  x,  la  fonction  f'x  aura  un  plus  grand  nombre  de 
valeurs  différentes  que  la  fonction /x,  à  raison  du  radical  qm 
se  trouve  dansfxy  et  qui  a  disparu  de^x;  d'où  il  suit  que  la 
valeur  de  y  ne  pourra  pas  être  donnée  par  une  simple  fonction 
de  X  et  y  qui  ne  contiendrait  pas  explicitement  ce  radical.  Ce- 
pendant,  si  dans  l'équation  jy==/x  on  fait  disparaître  ce  même 
radical  par  l'élévation  aux  puissances  ^  et  que  l'équatioB  résul* 
tante  soit  représentée  par 

l'équation  dérivée  de  celle-ci  donnera 

y  -   F'  ^)  ' 

comme  on  Ta  vu  dans  la  leçon  VI;  donc  cette  expression 
sera  en  défaut ,  dans  le  cas  où  l'on  donnerait  à  x  la  valeur 
en  question ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les 
quantités  jF'  (x)  et  F*  (j)  seront,  l'une  et  l'autre,  nulles 
à-la- fois.  Ainsi ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  l'expression  de  j/ 
deviendra  égale  à  zéro  divisé  par  zéro*,  et  réciproquement , 
éorsque  cela  arrivera ,  ce  sera  une  marque  que  la  valeur  cor*:- 
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CMpoodant»  de  x  aura  détruit  dans  fx  im  radical^  sans  b 
dita&re  dfuis/'  x. 

tma  «foir  daps  ce  cas  k  Talenr  de  V'»  il  ne  suffira  donc 
pai  de  s'arrêter  i  la  première  équation  dâirée  de  F(x^)s  o, 
laquelle  étant 

anra  Ben  d'ene^mime,  indépendamipjpnt  de  la  Talenr  dey; 
nais  flfindimpaiseif  lux  secondes  fbnctiont  déjrivéesj  et  Ton 
sara  une  équatioo  de  la  f orme 

P,  Ç^  H  étant  des  fonctions  de  x.tty  qu'on  trouyera  par  lea^ 
-  rl^es  ginénies  de  la  dériyation  des  fioactions. 

Cette  içiation  dinmera,  généralement  parlant^  la  talenr  de 
y;  maJB  dans  le  cas  proposé ,  la  quantité  F'  {y)  dsTenaat 
naUe^  le  terme  qui  contienty  disparaîtra  «  etl'éqnation  restante 
sna  ine  éqtfation  du  second  degré  en  y  par  laquelle  on  déter- 
amera  la  Talenr  dey  qui  sera  parconséquent  double. 

Soit^  par  exemple  ^ 
on  aura 

faisant  jc=ii^  on  a 

j&:  =  a,  et/o?  =  1  +  |/(a— ft ) , 


<4 1  oa  Toit  que  le  radical  disparaît  dans  la  râleur  de^ ,  mais 
nos  pas  dans  celle  def^x,  ensorte  que  la  première  est  simple 
et  la  seconde  double. 

Maintenant  si  on  fsàtfx=y,  et  qu'on  élève  l'équation  au 
qosRépour  faire  disparaître  le  radical ,  on  aura 
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•   il 

En  prenant  les  fonctions  prîmes  >  on  aura  eeUe-ci 

a(jr— x)  (y— i)=a(x — a)(x— i)  +  (^— û)*î      '^ 

d  où  Ton  tire  - 

./ ,   a(x-^c)(x— »)  +  (x~fl)^  - 

y-^+ — ^— xF=^) • 

Fabant  x=a  ^  on  a  aussi  j^  =  a  ;  ce  qui  donne 

y        o  : 

On  passera  donc  aux  fonctions  secondes ,  et  l'on  aura  cette 
écptttion  du  second  ordre, 

a(y— ^)  y'' +  a  (y-;i  y  =  4(^- û)  +  3(«  — *>• 
Ici  la  supposition  de  x  =:  a ,  et  jr  =  a ,  donne 

d*où  Ton  tire 

comme  plus  haut. 

n  peut  arriver  que  la  même  valeur  de  x,  qui  détruit  les  ter* 
mes  de  la  première  équation  dérivée ,  détruise  aussi  ceux  de  la 
seconde  ;  il  faudra  alors  passer  à  TéquatioD  tierce ,  laquelle  par 
la  destruction  des  termes  qui  contiendront^  et^**,  deviendra 
une  simple  éqnation  eny  ,  rasas  du  trcHsième  degré  ^  et  ainsi  de 
suite;  cela  dépend  de  la  nature  du  radical  qui  aura  été  détruit 
dans  y ,  et  qui  doit  être  remplacé  par  le  degré  de  TéquatioB  d'où 
dépend  la  valeur  de  y. 

^     Supposons  en  second  lieu  que.  la  inême  ralettr  de  x  qui  fait 
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» 

(y  —  i  )•  =  o ,  et  parconséquenty  =  i  ;  ;;:î 


maïs  pour  avoir  la  râleur  de  y ^  il  faudra aroir  rwonrs  kVi^ 
quation  tierce ,  et  même  à  Téquation  quarte. 

On  aura  ainâ 

(jr-Kr)jr+3(y— Oy=i8(a?— a)»+ia(x— a)(x-*),  ^ 

où  tout  se  détruit  encore  en  faisant  x=a,yr=:ii,y=:i^ 
L'équation  dérivée  de  Tordre  suivant  sera  donc 

Of-x)y^+3(y-.i)^+3y»=48(x-a)  +  ifl(x-.i). 

Faisant  ici  x^=za,y^=sa,y=zi,  on  aura 

d'où  Ton  tire 

comme  plus  haut. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  analyse  ^  qui  d'aiOeiiri 
n*a  plus  de  difficultés  d'après  les  principes  établis.  Mais  nous 
allons  donner  à  cette  occasion  la  théorie  de  la  méthode  pour 
trouver  la  valeur  d*une  fraction  dans  les  cas  où  le  numérateur 
et  le  dénominateur  deviennent  nuls  à-la-fois. 

fx 
Soit  ^  une  pareille  fraction  ,yx  et  Fx  étant  des  fonction» 

de  X,  telles  que  la  supposition  de  x=  a  les  rendent  toutes  deux 
nulles  à-la-fois  ^  et  que  l'ond^nande  la  valeur  de  cette  fraction 
lorsque  ^= a. 

On  fera 

fx 
y  =  ^r-  »  «t  parconséquenty  Fx  =^.; 

fU  supposant  x=za,  cette  équation  se  vérifie  d'elle-même,  et 

ne 
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ne  peut  pas  servir  à  déterminer  la  valeur  dey.  Mais  en  prenant 
l'équation  dérivée ,  on  aura 

yFx  +yFx  -=fx  ; 

la  supposition  de  x=  a  détruit  le  terme^Fo:  ^  et  le  reste  de  l'é* 
qaation  donne 

S'il  arrivait  que  les  fonctions  primesy'o:  et  F'x  devinssent 
aussi  nulles  par  la  même  supposition  ^  on  trouverait  alors  par  le 
même  principe ,  en  substituant  dans  Téquation  ci-dessus, /^o:^ 
F'x  au  lieu  de^ ,  Fx ,  cette  nouvelle  expression  de  y, 

y  ~  F"x 

On  pourrait  aussi  déduire  la  même  expression  de  Téquation 
dérivée  trouvée  ci-dessus ,  en  considérant  que  conune  elle  se 
vérifie  d'elle-même  lorsque  x^a,  elle  ne  peut  servir  à  la  dé- 
termination de  j';  que  parconséquent  il  seta  nécessaire  de  pas- 
ser à  la  seconde  équation  dérivée ,  laquelle  sera 

y"Fx  +  ^y'F'x  -^-yF'^x  =fx. 

La  supposition  de  a:=  a  rendant  nulles  les  fonctions  Fx  et  F'x, 
les  termes  qui  contiennent  y  tty"  s'en  iront  d'eux-mêmes,  et 
les  termes  restans  donneront 


X 

comme  plus  haut. 


y  —  ]?"-> 


Si  la  même  supposition  de  x^=a  donnait  ensore 

fxz=:zo  et  F"xz=.o, 
*^trouyerait  de  la  même  manière 


F 
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et  athsi  de  suite. 


c 


D'où  rémlte  cette  règle  générale  que  lorsque  le  numérateur 
et  le  dénominateur  d*une  fonction  de  x  deviennent  nulsà-la-foil' 
pour  une  valeur  donnée  de  x^  il  faut  prendre  à  leur  place  lei 
fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur,  jusqu'il, 
ce  qu'on  arrive  à  une  fraôtion  qui  ait  une  valeur  déterminés 
pour  la  même  supposition  de  dt. 

On  sait  que  la  formule ^  donne  la  somme  de  la  pnv* 

gression  géométrique  x  -}-  x*  +  x^H-  etc .  +  s^. 

Lorsque  x  =  i ,  cette  formule  devient  -  ;  on  prendra  donc 

les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur ,  et 

1  """  C  Ti  "4"  1  ^x* 
on  aura  la  nouvelle  fraction ^    ^  ^i     dont  la  valeur ^ 

lorsque  x=  1 ,  est  71. 
Si  on  prend  la  fonction  dérivée  de  la  formule  i  - 

on  a  ^ — j--^ — nT >   ®*  celle-ci  exprime    parconsé- 

quent  la  somme  de  la  série  i  -f-2x-f-3x*-)-etc.  -f-nx"~*  qui^ 
est  la  fonction  dérivée  de  la  série  x-|-x*+x^+etc.  +x*. 

Lorsque  x=  i ,  la  formule  précédente  devient  =  -  :  on  pren- 
dra donc  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénomi- 
nateur ,  et  l'on  aura  la  nouvelle  ifraction 

—  n(7l+  1  )  X»-'+  71  (7t+  i)x» 

»■■— i— ^M   mil  I  I  I       I    !■       ■ 

—  a  (i  — x) 


o 
o 
rechef  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  déninaina^ 


qui,  en  faisant  x  =  i ,  devient  de  nouveau  -•  On  prendra  de- 
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teur  de  cette  dernière  Ëractioii ,  et  l'on  aura  celle-ci 


lafadle  ,  lorsqpie  x:sz  i ,  deyient 

— n(»+i)  (ti — i)  +n*(ii+i)        n(ii-t-.i) 

■ r =  — ï— ' 

somme  de  la  série  i  -^  a  +  3  +  ^^c.  +  n* 

On  pourrait  craindre  qu'en  prenant  aixisi  les  fonctions  dé-»' 
riyèes  du  numérateur  et  Ju  dénominateur^  on  n'eût  tonjonn 
des  fonctions  qui  devinssent  égales  à  zéro  divisé  par  zéro  pouf 
la  même  valeur  de  x  ;  mais  il  est  aisé  de  se  convaincre  qua 
ceh  ne  saurait  avoir  lieu/ Car  si  x=z:a  faisait  évanouir  les 
hioxitàoDsfXffx  ,fx^  etc.  à  Tinfini^  puisqu'on  a  en  général 

f(x  +  i)~fx  +  ifx+  -f'x  +  etc, 

on  aurait»  lorsque  x^sca, 

/(a +  0=0, 

quel  que  soit  i,  ce  qui  est  impossible.  Il  en  serait  de  même  dm 
F(x4.f), 

n  peut  néanmoins  arriver  que  ces  fonctions  deviennent-à-Ia 
fins  infiaies  par  la  même  supposition  de  a;  =  a,  ce  qui  rendrait 

également  indéterminées  les  valeurs  des  fractions'L- ,  ^;^ ,  etc  ; 

mais  ce  cas  rentre  alors  dans  le  cas  général  que  nous  ayons 
examiné  plus  haut,  et  il  en  faudra  conclure  que  le  développe- 
ment des  fonctions y^C^c  +  J)  et  F (^x  -j-  i)  contiendra  alors 
des  puissances  de  i  fractionnaires  ou  négatives. 

On  substituera  donc  a  +  £  à  la  place  de  x,  tant  dans  la 
fonction  du  numérateur  que  dans  celle  du  dénominateur,  et 


I 
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l'on  résoudra  Tune  et  Vautre  en  aine  suirant  les  puissance»   ! 
ascendantes  de  i  ;  on  fera  ensuite  i  =  o ,  après  avoir  divisé  le 
baut  et  le  bas  de  la  fraction  par  la  plus  haute  puissance  de  i; 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  on  n*aura  d'abord  égard  quaii 
premier  terme  de  chacune  des  deux  séries. 

Soit  par  exemple  la  fraction 

y/x  —  \^a  4>  y/  (  j?  •—  g) 

pHCx*  — û*) 

dont  on  demande  la  valeur ,  lorsque  x=  a.  On  voit  d'abord 
que  cette  supposition  rend  le  numérateur  et  le  dénominateiir 
nuls.^  Leurs  fonctions  dérivées  sont 

Kl  V 

X 


et 


fl  ^/j:       a  j/ (a— x)        |/(j:?*— û^) 

qui  deviennent  l'une  et  l'autre  infinies  par  la  même  supposition. 
On  fera  donc  x  :^=z  a  +  ^  >  et  la  fonction  du  numérateur  de- 
viendra 

V/(a4.i)_-|/a  +  |/i  =  ^/j+ _1-  +etc. 
la  fonction  du  dénominateur  deviendra 

i/i  (2a  +  i)=  V^ûaîH -7 |-etc. , 

en  ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  croissantes  de  L 
£n  ne  prenant  que  les  deux  premiers ,  on  aura  la  firaction 

1/i  1 


pour  la  valeur  cherchée. 

En  général,  une  fonction  de  X  ne  peut  devenir  nulle  lorsque 
«  =  a,  à  moins  qu  elle  ne  contienne  un  facteur  (x—  a)**,  m 
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--  F*a  H =  P'a  +  etc. 

a  a.o 

"fil 
laquelle  en  faisant  £  =z=  o  se  réduit  à  -L;-  ;  et  ainsi  de  suite.' 

On  Toit  par-là  la  raison  de  la  règle  générale  donnée  plui- 
hant  y  et  on  voit  en  même  tems  que  cette  règle  n'est  bonne 
que  pour  les  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
contiennent  à-la-fois  un  facteur  de  la  forme  (  x  —  a  )",  ni. 
étant  un  nombre  entier  positif.  Aussi  peut-on  toujours  résoudre 
ces  cas  en  faisant  disparaître  ce  facteur  par  les  règles  connues | 
pour  réduire  la  fraction  à  sa  plus  simple  expression. 

Dans  les  autres  cas  où  m  serait  un  nombre  fractionnaire  on 
négatif ,  la  règle  sera  en  défaut^  et  il  faudra  alors  réduire  les 
deux  fonctions  /(a-j-i)  et  jF(a+i)  dans  les  séries  ascendantes 

^m  ^  ^£«14.»  ^  etc.  ;   et  Ji"^  •+-  Bi'^P  +  etc. , 

de  sorte  que  l'on  aura 

fja  +  i)  _  ce  +  gi*  +  etc. 


et  faisant  î=o^  on  a 


fa A 

Fa~A' 


Si  les  premiers  termes  des  deux  séries  contenaient  des  puii" 
tances  différentes  de  i ,  par  exemple  y  si  la  série  du  numérateur  ^ 
étant  la  même  que  ci -dessus^  celle  du  dénominateur  était 

AiP  +  BiP-*^  +  etc. , 

m   et  p  étant  des  nombres  quelcon^es ,  mais  jiy  q^  etc* 
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étant  pontlfs  pour  que  les  deux  séries  soient  toajcxirs  ascenr- 
dantes^  alors  faisant  f=o  après  avoir  dirigé  le  haut  et  le 
bas  de  la  fraction  par  la  plus  petite  des  deux  puissances  i"*  et 

fa 
^,  on  aura  -pr  =  o  ou  =  oo  suivant  que   m>>  on  <p, 

«n  regardant  les  nombres  négatifs  comme  moindres  que  les  po- 
âtî&.  Mais  par  ce  que  nous  avons  démontré  plus  hatit^  on  esl 
assuré  que  ces  cas  n'auront  lieu  que  lorsque  les  valeurs. des 
Canctioiis  dérivées  de  fx  et  de  Fx  deviendront  infinies^  en 
m(me  tems,  par  la  supposition  de  a;:=:a. 

L'analyse  que  nous  venons  de  donner  est  nécessaire  pour 
ne  rien  laisser  i  désirer  sur  la  nature  des  fonctions  dérivées  ; 
mais  comme  elle  ne  regarde  que  la  valeur  de  ces  fonctions 
dans  des  cas  particuliers^  elle  n'influe  point  sur  la  théorie  gé-« 
nérale  des  fonctions^  en  tant  qu'on  n'y  conndèro  que  la  £prma 
et  h  dérivation  des  fonctions  ^  laquelle  est  parconséquent  in« 
dépendante  des  exceptions  que  nous  avons  trouvées. 


I 

« 

t 
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* /'^  +  -^  /*"«  +  etc. 

ip^a-i-  —  F^a  +  etc.  = 

a  a.o 

laquelle  en  faisant  £  =  o  se  réduit  à  ^~  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  par-là  la  raison  de  la  règle  générale  donnée  pin» 
hant^  et  on  voit  en  même  tems  que  cette  règle  n'est  bonne  -> 
que  pour  les  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
contiennent  à-la-fois  un  facteur  de  la  forme  (  x  —  c  )",  m 
étant  un  nombre  entier  positif.  Aussi  peut-on  toujours  résoudre 
ces  cas  en  faisant  disparaître  ce  facteur  parles  règles  connues  | 
pour  réduire  la  fraction  à  sa  plus  simple  expression. 

Dans  les  autres  cas  où  m  serait  un  nombre  fractionnaire  on 
négatif ,  la  règle  sera  en  défaut^  et  il  faudra  alors  réduire  les    ., 
deux  fonctions  fQa-i-i)  et  F^a-^ï)  dans  les  séries  ascendantes 

^m  ^  ^jin4.»  ^  etc.  ;   et  Ai""  -f  Bi'^P  +  etc. , 

de  sorte  que  l'on  aura 

f(^a  +  i)  <e  +  gi»  +  etc. 

F(^a+i)  ~  A -i- BiP+ etc.  * 


et  faisant  i=  o  ^  on  a 


fa A 

Fa~A' 


Si  les  premiers  termes  des  deux  séries  contenaient  des  puis- 
sances différentes  de  i ,  par  exemple ,  si  la  série  du  numérateur 
étant  la  même  que  ci -dessus^  celle  du  dénominateur  était 

AiP  +  BiP^  +  etc. , 

m  et  p  étant  des  nombres  quelconques^  m^s  n,  ^ ,  etc« 
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La  détermination  de  ces  limites  est  surtout  d'une  grande 
importance  dans  Tapplication  de  la  théorie  des  fonctions  à  Ta- 
naljse  des  courbes  et  à  la  mécanique  ,  pour  pouvoir  donner  à 
cette  application  la  rigueur  de  Tancienne  géométrie ,  compoe 
on  le  voit  dans  la  seconde  partie  de  la  Théorie  des  fonctions 
analytiques^ 

Dans  la  solution  que  j*ai  donnée  de  ce  problème  dans 
l'ouvrage  cité ,  j*ai  commencé  par  chercher  l'expression  exacte 
du  reste  de  la  série,  ensuite  j'ai  déterminé  les  limites,  de 
cette  expression.  Mais  on  peut  trouver  immédiatement  ces 
■limites  d'une  manière  plus  élémentaire,  et  également  rigou-* 
relise. 

Nous  allons,  pour  cela,  établir  ce  principe  général  qui 
peut  être  utile  dans  plusieurs  occasions. 

Une  fonction  qui  est  nulle  lorsque  la  variable  est  mdfe^ 
aura  nécessairement,  pendant  que  la  variable  croîtra  posi- 
tivement^ des  valeurs  finies  et  de  même  signe  que  celles  de  sa 
fonction  dérivée,  ou  de  signe  opposé  si  la  variable  croit  négatif 
vement,  tant  que  les  valeurs  de  la  fonction  dérivée  conserve- 
ront le  même  signe ,  et  ne  deviendront  pas  infinies. 

Ce  principe  est  très-important  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions, parce  qu'il  établit  une  relation  générale  entre  l'état 
des  fonctions  primitives  et  celui  des  fonctions  dérivées ,  et 
qu'il  sert  à  déterminer  les  limites  des  fonctions  dont  on  ne 
connaît  que  les  dérivées. 

Nous  allons  le  démontrer  d'une  manière  rigoureuse. 

Considérons  la  fonction  f^x-^-i)  dont  le  développement 

général  estfx  -^if  x-^-  —  f  oc '\-  etc. 

Nous  avons  vu  dans  la  leçon  précédente ,  que  la  forme 
Ou  développement  peut  être  différente  pour  des  valeurs  par- 
ticulières de  œ  ;  mais  que ,  tant  que  f  x  ne  sera  pas  infinie  ,  les 
le  1  deux  premiers  termes  de  ce  développement  seront  exacts , 
^t  que  les  autres  contiendront  parconséquent  des  puissances 
^«  i,  plus  hautes  que  la  première  ,  de  maaière  qu'on  axura 


le 
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LEÇON     NEUVIÈME. 


'De  la  manière  d'avoir  les  limites  du  développe^'  r 
menu  d^  une  fonction ,  lorsquon  na  égard  quà  ' 
Tin  nombre  déterminé  de  termes.    Cas  dam  t 
lesquels  les  principes  du  calcul  différentiel  r 
sont  en  défaut.   Théorème  fondamental.  Li^ 
mites  de  plusieurs  séries.  Manière  rigoureuse 
d'introduire   les  fonctions  dérivées  dans  la 
théorie  des  Courbes  et  dans  celle  des  mauve* 
mens  variés. 

X  OUTE  fonction^(x  +  f  )  se  développe,  ainsi  qu'on  l'a  vu, 
dans  la  série  fx  +  if^'\ —  f*^  H 5  fx  +  etc. ,  laquelle 

va  naturellement  à  l'infini ,  à  moins  que  les  fonctions  dérivées 
de  fx  ne  deviennent  nulles  ,  ce  qui  a  lieu  lorsque  fx  est  une 
fonction  rationnelle  et  entière  de  x. 

Tant  que  ce  développement  ne  sert  qu'à  la  génération  des 
fonctions  dérivées ,  il  est  indifiFérent  que  la  série  aille  à  Tinfini 
ou  non  ;  il  Test  aussi  lorsqu'on  ne  considère  le  développement 
que  comme  une  simple  transformation  analytique  de  la  fonc- 
tion ;  mais  si  on  veut  remployer  pour  avoir  la  valeur  de  la 
fonction  dans  les  cas  particuliers  ,  comme  offrant  une  expres- 
sion d'une  forme  plus  simple  à  raison  de  la  quantité  i  qui  se 
trouve  dégagée  de  dessous  la  fonction  ,  alors  ne  pouvant  tenir 
compte  que  d'un  certain  nombre  plus  ou  moins  grand  de 
termes ,  il  est  important  d'avoir  un  moyen  d'évaluer  le  reste 
de  la  série  qu'on  néglige ,  ou  du  moins  de  trouver  des  limites 
de  l'erreur  qu'on  commet  en  négligeant  ce  reste. 
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i(fx±D),iif(.x+i)±D),i{fix+ai)±D^,^tc., 

en  prenant  pour  D  la  même  quantité  dans  chacune  de  ces 
[  Smites,  ce  qui  est  permis^  pourvu  qu'aucune  des  quantités 
fx,f{x+i), /(a:  +2 0  >  etc. ,  jusqu'à/  (a?  +  (  n  —  i)  i ) ,  ne 
soit  infinie. 

Donc  û  toutes  ces  dernières  quantités  sont  de  même  signe , 
e'est-Â-dire  ^  toutes  positives  ou  toutes  négatives^  il  est  facile 
d'en  conclure  que  la  somme  des  quantités  précédentes^  la- 
quelle se  réduit  à  y(a;+iii)— /jc,  aura  pour  limites  la 
somme  des  limites  ^  c'est-à-dire  les  quantités 

if^+if  (^  +  0  +  ^T  (^  +  2i)+ 

+  if  {X'\'in—i)i)±iniD. 


Si  donc  on  prend  la  quantité  arbitraire  D  moindre  que  la 
somme 

/'x+Z' (X +i  ) +/ (^+ 2O  +  etc. +/'(x+ («-0  0 

divisée  par  n  y  abstraction  faite  du  signe  de  cette  somme  ,  la 
quantité /*(x  +  /li)  "^fx  sera  nécessairement  renfermée  entre 
zéro  et  la  somme 

Donc  si  P  est  la  plus  grande  valeur  positive  ou  négative  des 
quantités /'a:,  f'(x-fr),  etc.  jusqu'à  fÇx+^n — i)i),  la 
quantité  y  (x  +  Tiz)  — fx  sera,  à  plus  forte  raison,  renfermée 
entre  zéro  et  finiP, 

Or  comme  en  prenant  i  aussi  petit  qu'on  voudra ,  on  peut 
«n  même  temps  prendre  n  aussi  grand  qu'on  voudra ,  on 
pourra  supposer  in  égale  à  une  quantité  quelconque  z,  posi- 
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tive  on  négative ,  puisque  la  quantité  i  peut  être  prise  poflM^ 
tivement  ou  négativement.  ^^ 

La  quantité  f(x  +  ni  )  — f^  deviendra  ainsi/"  (ce  +  2i)  — /« 
et  pourra  représenter  une  fonction  quelconque  de  z , 
s*évanomt  lorsque  z  =  o,  la  quantité  x  pouvant  maintei 
être  regardée  comme  une  constante  arbitraire.  De  même 
quamtité /'(x+'^O  deviendra  f  (x  +  z)  et  représentera  h:  -i 
fonction  dérivée  de  la  même  fonction  de  z,  puisque/^(x-|- A^ 
est  également  la  fonction  dérivée  de^Cx-f-z),  soit  par  lap-'^ 
port  à,  X,  soit  par  rapport  à  z,  i0f 

On  peut    donc  conclure   en  général    que   sî/'(x+jb)  tt^^ 
constamment  des  valeurs  finies  et   de  même    signe  ^    depuis  ^ 
a  =  o,   et  que  P  soit  la  plus  grande  de   ces   valeurs, 
traction  faite  du  signe,   la  fonction  primitive   dont  il  8*ag^ 
sera  renfermée  entre  o  etQzP,  parconséquent  elle  auratoiHlS? 
jeurs  aussi  des  valeurs  finies  et  de  même  signe  que  la  fon©* 
tion  dérivée  ,  si  a  est  positive ,  ou  de  signe  différent ,  si  s  est 
négative. 

Dans  le  calcul  différentiel ,  la  conclusion  précédente  est  - 
une  suite  immédiate  et  nécessaire  de  la  manière  dont  ce  cal* 
cul  est  envisagé,  et  elle  se  présente  même  sans  aucune  li* 
mitation  relativement  aux  valeurs  infinies  ;  mais  nous  allons 
voir  qu'elle  est  souvent  en  défaut  à  cet  égard ,  ce  qui  servira.  * 
à  montrer  la  nécessité  d'une  analyse  plus  rigoureuse  que  ceO* 
qui  sert  de  base  au  calcul  différentiel. 

'En  effet,  si  y  est  une  fonction  de  z,  sa  fonction  dérivée, 
suivant  la  notation  de  ce  calcul ,  sera  représentée  par  -^,  et 

y ,  intégrale  de  dy ,  est  regardée ,  par  les  principes  mêmes  du 
calcul,  comme  la  somme  de  tous  les  élémens  infiniment  pe- 
tits rfy,  ou -^  da;   parconséquent   sij^=o,  lorsque  z  =  o, 

y  sera  la  somme  de  tous  les  élémens  -^  dz  qui  répondent  à  tous 
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êléiiunis  de  2.  D*où  l'on  est  en  dr(ût  de  conclure  que 
a  toiqoiirs  des  valeurs  positires  ^  depuis  2==o,  jusqu'à  ' 

Talenr  quelconque  positive  de  z^  tous  les  élément  -^  dz 

positifs ,  la  valeur  de  y  répondant  à  cette  valeur  de  s 
léceteirement  positive. 

Cependant,  si  l'on  a,  par  exemple,  ^=z: -.  -^   a 


itat  une  constante  quelconque  positive  ,  on  aura  jr  =0 lors^ 

dy 
fBefi=o^  et  la  valeur  de  ^  sera,  par. les  règ^  connues 

1b  la  différentiation ,  ,  .  Cette  valeur  est  constamment 

poattve,  quelle  que  soit  la  valeur  de  z  ;  il  faudrait  donc  qua 
k  valeur  de ^  fût  toujours  positive,  ce  qui  n*est  pas;  car  en 
fniiast«  plus  grande  que  a,  y  devient  négative.  Ainsi  les 
pnncqpes  du  calctd  différentiel  sont  en  défaut  dans  ce  cas. 

Suivant  le  principe  que  nous  venons  d'établir,  la  valeur 
:  de  jf  ne  sera  nécessairement  positive  qu'autant  que  la  fonc* 

\  ticAi  dérivée  ^  ne?  sera  pas  infime  dans  l'étendue  de  la  valeur 

de  s.  Qr  -f-  étant  égale  à  ■  ■    ■  ■  ^>  elle  devient  infinie  lor»- 
az  °  (a — zy 

^  z^=:a.  Donc  les  valeurs  de  y  seront  nécessairement  po— 

;  vtirts   depuis  2=0  jusqu'à  2=za;  mais  elles  pourront  ne 

f  pas  l'être  lorsque  a  >-  a,  quoique  les  fonctions  dérivées rj 

j  {a — z) 

snent  toujours  positives. 

Voici  maintenant  comment  le  principe  dont  il  s*agit,  s'ap- 
plique à  la  détermination  des  limites  du  développement  de 

Soient  d'abord  p  et  q  les  valeurs  de  a?  +  £  qui  rendent 
la  fonction  dérivée  /^  (x-j-O  la  plus  petite  et  la  plus  grande , 
ta  r^ardant  x  comme  domié,  et  faisant  varier  i  depuis  zéro 
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jtisqu'àuneviàle'ur  quelconque  donnée  de  i.  Donc  jfp  sera  la  plus 
petite  valeur  def\x+i),  ^tfq  en  sera  la  plus  grande;  par 
conséquenty^(a;  +  i) — f^p  y  ^t /'qr — fip^  +  i^  seront  tou- 
jours des  quantités  positives. 

Regardant  ces  deux  quantités  comme  des  fonctions  déri- 
vées ,  relatives  à  la  variable  i,  leurs  fonctions  primitives ,  prises 
de  manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque  î  z=  o  seront^  à  cause 
de  x,p  etq  supposées  constantes^ 

f(.x+i)-fx-^ifp,  et  ifq-f{x  +  i)+fx. 

Ainsi  pourvu  quey^(a:-|-i)  ne  soit  jamais  infinie  depu» 
i=z=o  jusqu'à  la  valeur  donnée  de  i,  ce  qui  aura  lieu  si  fp 
etf^q  ne  sont  point  des  quantités  infinies^  on  aura  par  le 
principe  précédent^  si  iest  positif, 

f(^x+i)—fx—ifp>o,  et/x— /•(x  +  i)+if^>o; 

d'où  Ton  tire 

f{x  +  i)>fx  +  ïfp,f,t  fix  +  iXfx  +  ifq. 

Supposons  ensuite  que  p  et  q  soient  les  valeurs  de  x+i(pi 
rendent  la  fonction  dérivée  du  second  ordre  f"  (pc-j-  i)  I* 
plus  petite  et  la  plus  grande ,  en  faisant  varier  i  depuis  zér(> 
jusqu'à  une  valeur  donnée  ;  on  saxrsi  f"p  etf'q  pour  la  plu* 
petite  et  la  plus  grande  valeur  de  J^'C^  +  O»  parconsé- 
quenty  (pc  +  i)  — f"p ,  et  f"q  ^fÇx  +  i)  seront  toujoti» 
des  quantités  positives. 

Regardant  cet  quantités  comme  des  fonctions  dérivées  re- 
latives à  la  variable  £,  leurs  fonctions  primitives  prises  d« 
manière  qu'elles  soient  nulles,  lorsque  i=o,  seront 

Donc ,  pqurru  qa^f  (x-f-i  )  ne  soit  jamais  infinie  dans  toutif 
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élémens  de  z.  D'où  Ton  est  en  droit  de  conclure  qiie 

rfv  . 

K  -«^  a  tonjours  des  valeurs  positives ,  depuis  z=:o,  jusqu'à 

ime  valeur  quelconque  positive  de  z,  tous  les  élémens  -^  dz 

Cbmt  positifs ,   la  valeur  de  y  répondant  à  cette  valeur  de  z 
Éera  nécessairement  positive. 

Cependant^  si  l'on  a,  par  exemple ,  ^  =2=  —  -,    a 

étant  ime  constante  quelconque  positive  ,  on  aura  J^  =  o  lors- 

dy 
que  2=  G,  et  la  valeur  de  -^  sera,   par  les  règles  connuea 

de  la  différentiation  .  7 r-.  Cette  valeur  est  constamment 

'  (a — zy 

poâtive ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  z  ;  il  faudrait  donc  que 

la  valeur  de  y  fût  toujours  positive ,  ce  qui  n'est  pas  ;  car  en 

prenants  plus  grande  que   a,  y  devient  négative.  Ainsi  les 

principes  du  calcul  différentiel  sont  en  défaut  dans  ce  cas. 

Suivant  le  principe  que  nous  venons  d'établir,  la  valeur 
de  y  ne  sera  nécessairement  positive   qu'autant  que  la  fonc- 

tkAi  dérivée  ^  ne  sera  pas  infime  dans  l'étendue  de  la  valeur 

oV  1 

de  2.   Or  -4^  étant  égale  à  ■  ■    ■  ■  ,,  elle  devient  infinie  lors- 
Si  °  (a— 2i) 

que  z  =  a.  Donc  les  valeurs  de  y  seront  nécessairement  po- 
«tives    depuis  2=0  jusqu'à  z=sza',  mais  elles  pourront  ne 

pas  l'être  lorsque  z  >  a,  quoique  les  fonctions  dérivées  .  .; 

oient  toujours  positives. 

Voici  maintenant  comment  le  principe  dont  il  ^agit,  s'ap- 
plique à  la  détermination  des  limites  du  développement  de 

Soient  d'abord  p  et  q  les   valeurs  de  a?  +  i  qui  rendent 

-^k  fonction  dérivée  /^  (x  +  i)  la  plus  petite  et  la  plus  grande , 

m  regardant  x  comme  doimé  •  et  faisant  varier  i  depuis  ziro 
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et  I 

Et  ces  quantités  seront^  par  le  même  principe^  toujonr»  ! 
positives  et  finies,  pourvu  que/*^(x-f-i)  ne  soit  jamais  in-  ; 
finie  dans  toute  Fétendue  de  £,  c'est-à-dire,  pourvu  qaeff 
ttf^q  ne  soient  point  infinies. 

Donc,  en  regardant  de  nouveau  ces  dernières  quantités 
comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à.  i,  leurs  fonctiom 
primitives,  prises  de  manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque 
£=0,  seront 


z« 


et 


r  (:c+i)  ^fx-ifx^:^rp, 


Tn-fi^+i)+r^+ir^> 


lesquelles  seront    parconséquent  aussi  toujours    positives  et 
finies ,   en  vertu  du  même  principe. 

Enfin,  regardant  encore  ces  nouvelles  quantités  comme 
des  fonctions  dérivées  relatives  à  i,  leurs  fonctions  primitives, 
prises  de   manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque  i:=:o  ^  seront 

et 

Ces  quantités  serôilt  donc  encore  positives  par  le  même 
principe;  ainsi  on  aura 


a.3 


£»»..»» 


d'où 
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ifoà  l'oa  tir» 


J7 


et  dui  de  snite. 


i. 


Noos  «vons  supposé  dans  ces  déyeloppemens  i  positif;  si  1 
Mt  négatif^  on  bien  si  on  changeait  i  en  •—  i^  alors  on 
ttonreraît  pour  pfemières  limites  de  fÇfC'^i),  * 

On  trouyerait  ensuite  pour  secondes  limites  '     ^ 

et  snsi  des  antres. 

Donc ,  en  général^  la  quantité  f(x+i) ,  soit  tpié  i  soit po« 
titif  ou  négatif^  sera  toujours  renfermée  entre  cesdeuz-oi  ; 

fx  +  ifx  +  |/'*+  ^/-x+ctc.  +  -^^L.f:*p^ 

yx  +  jr*+^rx+  ^r-  +  etc,  +  —^/t'q, 

«n  prenant  pour  p  fit  q  les  valeurs  de  a?  -f"^!  qui  répondent 
i  la  plus   petite   et   à   la   plus    grande    des    valeurs    de 

/'^(x-J-î) ,  dans  toute  l'étendue  de  i,  depuis  /=:  o  ;  pourvu 

fie  les  deux  quantités  p^p  etf^^q  ne  soient  pas  infinies. 

6 
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Au  reste ,  il  est  facile  de  voir ,  par  Tanalyse  précédente  ; 

qu'on  n'estpas  astreint  à  prendre  poury^  et  /^q  la  plus  petite 

et  la  plus  grande  valeur  de/^(x4-0  *  ^^s  qu'on  peut 
prendre  à  leur  place  des  valeurs  quelconques  plus  petitet 
que  la  'plus  petite  ,  et  plus  grandes  qu«  Jla  plus  grande  ;  ce 
qui  peut  servir^  dans  nombre  de  cas^  à  faciliter  beaucoup 
la  détermination  des  limites. 

J'observerai  ici,  quoique  cela  ne  «oit  presque  pas  héces^ 
saire,  que  j'entends  toujours  par  quantités  plus  grandes  oti 
plus  petites  absolument,  celles  qui  sont  plus  avancées  Vert 
Tinfini  positif,  ou  vers  l'infini  négatif;  ainsi,  si  a^i,  oa 
aura  —  a  ^ —  i,  etc. 

L'analyse  précédente  redonne,  comme  l'on  voit,  successi- 
vement les  termes  du  développement  àef(x  -f-  ï)  ",  niais  elle 
a  l'avantage  de  ne  développer  cette  fonction  qu'autant  que 
l'on  veut,   et 'd'offrir  des  limites  du  reste. 

• 

En  effet,  si  dans  le  développement  de  f(jx:^i)  on  veut 
e*arrêter  au  terme  f^""',  pour  avoir  les  limites  du  reste  du 
développement,  il  n'y  a  qu'à  considérer  k  terme  suivant^ 
qui  serait  de  la  forme 

r'/ 
/    ^^ 


2.5.4<  •  .  ./^ 


et  y  mettre  à  la  place  de  f^x  la  plus  grande  et  la  plus  pe- 
tite valeur  de  ^^(x-j-f),  en  faisant  varier  i  depuis  zéro, 
ou  bien  des  quantités  quelconques  plus  grandes  ou  plus  pe- 
tites que  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de/  (j?  +  0- 
Si  ces  deux  valeurs,  ou  l'une  d'entr'elles  était  infinie  ,  il  n'y  . 
aurait  point  alors  de  limites;  c'est  aussi  le  cas  où  le  déve- 
loppement deviendrait  fautif,  parceque  la  valeur  de/^  Qp+r) 
ierait  infinie  dans  quelque  point. 
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En  général,  on  peut  avoir  de  la  même  manière  les  limite» 
les  valeur»  4e  toute  fonction  dont  on  ne  connaîtra  que  1^ 
ibnction  dérivée  d'un  ordre  quelconque.  On  examinera  la 
ittarche  de  la  fonction  dérivée  depuis  l'origine  de  la  variable , 
et  si  elle  ne  devient  jamais  infinie,  on  y  appliquera  immédia-» 
tement  les  formules  précédentes ,  où  i  est  la  variable  ,  et  x 
peut  être  une  constante  quelconque.  Si  au  contraire  la  fonc- 
tion dérivée  devient  infinie  pour  certaines  valeurs  de  la  va- 
riable, on  partagera  cette  variable  en  autant  de  parties  sé- 
parées par  les  termef  aujcquels  répondent  les  valeurs  infinies 
|ie  la  fonction,  et  on  appliquera  séparément  les  mêmes  for- 
!]&l4es  à  chacune  de  ces  patties. 

Suppt)sonsi,pour  donner  quelques  exemples,/(a:+i  )=(jt;+i  )"*^ 
[  on  aurayi=  x"*,  et  de  là 

[  '.'.  fsixr=ni  (ffi— i)  (m— a)  af»-^,  etc.  ; 

[  et  en  général , 

f^rrzMr'"^'"^,  où  M-^s^'mitn — i)(m —  a). .  .(m— f<-f-i), 
comme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  II.  On  aura  donc 

où  Ton  voit  que  cette  fonction  ne  peut  jamais  devenir  infi- 
nie tant  que  x+i  nest  pas=o,  et  que  fi.  nest  pas  > /m. 
On  voit  aussi  que  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de 

}Êi[x^iy^~^  réponde.nt,  lune  à  i=io,  et  l'autre  ai;  de 
rte  que  les  valeurs  p  et  </  seront  x  et  0:4-  i,  ou  x+i  et  x. 

Donc,  en  général,  le  développement  de  (r+i)"»  sera  CGm- 
itentr^  ces  deux:  limites. 


^-mix-'-'^'!!!^^^^^ 


yn^^u 


.2  •  O  .  •  •  f*' 


i 
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«^  +  mw-r»  +  Îiiî^pi2i.a-r«  4;  etc.' 

Par  le  moyen  de  ces  limites,  on  est  à  couvert  des  diffi 
qui  peuvent  résulter  de  la  non-convergence  de  la  série 
comme  un  terme  quelconque  n*^  est  au  suivant  dans  1 

port  de  1  a i—  X  -  *  pour  que  la  sene  soit  ce 

gente ,  il  tant  que  la  quantité • —  X  -  »   abstr 

faite  du  signe  qu'elle  doit  avoir,  soit  moindre  que  ï 

X 

m— 11  + 


Si  -  -^  I  >  il  est  clair  que  la  série  finira  toujours  pai 

X 

convergente ,  puisque  la  dernière  valeur  de 

-— 1.  Mais  elle  sera   toujours   divergente   à  son  extr^ 

û  -  "^  i  i  quoiqu'elle  puisse  être  convergente  dans  se 

X 

miers  termes.  Ainsi  elle  ne  pourra  alors  être  emplojéf 
sûreté ,  quelque  loin  qu'elle  soit  portée ,  qu'en  ayant 
aux  limites  que  nous  venons  de  donner. 

Supposons,  en  second  lieu, 

on  aura 

fx^a",  et  de  ]àfx=ur'  la ,  fx=ui'ilay,  f^x==^Çla)^, 
Donc,  en  général, 

où  Ton  voit  que  la  plus  petite  et  la  plus  grande  vale 
pondent  ausii  i  i=ao  et  à  i.  Ainsi  on  aura,  en   1 
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X=0 


1 + i/a  +  I  (fc)*  +  ^  (/a)» + etc.  +  ^3-^  (&>". 

I  +  aa  + 1  (/a)«  +  ^  (/fl)  J  +  etc.  +  ^-|^  (/a)'*  a«. 

pour  les  limites  de  la  valeur  de  é^  qù  Ton  pourra  prendre 
dans  le  dernier  terme  ^  au  lieu  de  é ,  une  quantité  quelconque 
fins  grande. 

Soit^  en  troisième  lieu^ 


/(x+o=U«+0; 


•nmra 


/i  =  te,/'«=i,/'x=-^,/*x  =  p,  etc.; 


donc, 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  de  [jl  impair ,.  et  llnfé- 
nenr  pour  le  cas  de  /x  pair. 

n  est  clair  que  pourvu  que  X'^ine  soit  pas  égal  à  zéro ,  la 

quantité  f^(x  +  i)  ne  sera  jamais  infinie,  et  que  sa  plug 
grande  valeur  et  sa  plus  petite^  relativement  à  £,  répondront 
à  1=0  et  à  /. 

On  aura  donc  par  la  formule  générale ,  ces   deux  limites 
pour  la  valeur  de  /  (x+i) , 


^-♦-x-^  +  51?'-^*''--- 


iH- 


lAecf" 


te+-  — — -;  +  5— ï— etc.  3:  


I 
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OÙ  Ton  pourra  mettre  à  la  place  de  i  une  valeur  quelconqiit 

plus  grande  dans  le  dénominateur  (a:  +  i)^. 
Soit^  en  quatrième  lieu, 

fix  +  i)  =5in(x  +  0> 
on  aura  i 

fx  =  sin  X,  f^x  =  cos  x ,  fx  =  —  sin  x,  etc.  ; 

donc ,  en  général , 

f^  (x  +  i)z=dism  (x+i),  ou  =dtcos  (x  +  i), 

suivant  que  ^  sera  de  Tune  de  ces  formes^  4^9  4^ 'h ^9 
4'ï+i>  4^'j-'5,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque; 
ce  qu'on  peut  renfermer  dans  cette  expression  générale^ 

/f^^  (x  +  /  )  =  sin  (x  +  £  +  /tA  D  )  , 

D  étant  l'angle  droit. 

Or ,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  £,  il  est  visible 

que  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de^'*(x+0  «eront 
1  et  — 1  ;  ainsi  on  aura  pour  le  développement  de  sîn(x-f-i), 
ces  limites  3 

»in  X  +  £  cos  X sin  x =  cos  x  +  etc.  dz  — = . 

'  â  a. 3  *  a.3...fA 

Si  on  fait  x  =  o  ,   on  aura 

i =  -| ^   ,  r  —  etc.  it 


2.3       2.3.4*5  2.3.  ../iC' 

Et  si  on  fait  x  =  D,  on  aura 

£*          i^                 _^        ï'* 
1 1 —  etc.  ±:  — , 

2^a.3.4  â.3...fA 

pour  les  limites  de  5m  î  et  cos  i ,  où  il  faudra  prendre  pour  f4 


% 

I 
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le  nombre  immédiatement  plus  grand  d'une  unité  que  Tex- 
poeant  de  i ,  dans  le  terme  auquel  on  voudra  s'arrêter. 

Nous  avons  donné  ^  à  la  fin  de  la  leçon  YII ,  la  série  da 
développement de/( y +  0j  ^n  supposantj^=tanga;et^=x, 
et  nous  avons  trouvé  en  général 

/^jr  =  ±a.3. . .  (ft—  i)  cos'^a:  X  sin    ou  cos  jt/x-* 
Donc,  on  aura  aussi 

^f*Qy-j-/)3=dta.3...  (ft  —  i)  cos'^z  X  sin  ou  cosftz, 
en  faisant  j^  +  ^  =  t^°S  ^  >  c'est-à-dire , 

tâng  .  z  =  tang  .  a:+/. 

Or  quels  que  soient^  eti>  il  est  visible  que  la  plus  petite 

et  la  plus  grande  valeur  de  coJ^z  X  sin  ou  cos  /xz,  sera— i 
et  1  ;  d'où  on  peut  d'abord  conclure  que  la  série  est  vraie 
pour  des  valeurs  quelconques  de  a?  et  i,  et  que  si  on  veut 
arrêter  la  série  au  terme  fc'"*%  le  reste  de  la  çérie  sera  né- 

cessairement  renfermé  entre  les  limites  rfc  — . 
Ainsi  en  faisant  x  •=zo^  on  aura  ces  limites 

P        v"                     /."  +  * 
arc  tane  irai U  rr  +  etc.  ± 

ou  là.  est  l'exposant  du  terme  auquel  on  veut  s'arrêter.* 

Nous  finirons  par  remarquer  que  les  mêmes  formules  peuvent 
semr  à  développer  une  fonction  quelconque ,  suivant  les  puis- 
«ances  de  sa  variable  ;  car  en  faisant  a:  =  o  ,  fÇx-j-i)  de- 
vient simplement  fi  et  peut  représenter  une  fonction  quel- 
conque d'une  variable  i. 

Or  il  est  visible  que  les  valeurs  de  fx^fx^  f"x^  etc.; 
lorsque  x-=z  o,  doivent  coïncider  avec  celles  dfi//,/'J,/"ï,etc., 
lorsque  J==c. 
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Donc ,  si  on  dénote  simplement  par  y,  jf,  f^  etc.  kf 
valeurs  défi,  fi,  fi»  etc.  ^  lorsque  i  =  o^  on  aura  en  gé* 
aérai 

/•!=/+  ,/'  +  T-^'  +  ^r  +  etc. 

Et  si  on   Teut  s'arrêter  au  terme  (Af^ ,  alors  comme  le   i 
terme  suivant  serait 


s. 3. 4*  •  •  •fA 


îl  n'y  aura  qu'à  substituer  à  la  place  àef^  la  plus  grande 

et  la  plus  petite  valeur  de  f^i ,  ou  des  valeurs  plus  grandes 
et  plus  petites  que  celles-ci ,  et  Ton  aura  les  limites  du  reste 
du  développement. 

Ainsi  le  développement  sera  exact  tant  que  ces  limites 
auront  des  valeurs  finies.  Si  l'une  d'elles  devenait  infinie ,  le 
reste  de  la  série  pourrait  aussi  devenir  infini ,  et  le  dévelop- 
pement deviendrait  fautif.  Il  faudra  donc  alors  ou  s'arrêter 
â  un  terme  précédent^  ou  n'attribuer  à  i   que  des  valeurs 

telles,  qyte ^i  ne  devienne  pas  infinie  depuis  i=o  jusqu'à 
cette  valeur. 

Puisque  ces  limites  répondent  à  la  plus  grande  et  à  lapins 

petite  valeur  de  f^i,  en  prenant  i  depuis  zéro  jusqu'à  la  va- 
leur donnée;  il  est  clair  que  la  valeur  exacte  du  reste  du  dé- 
veloppement de  la  fonction  fi  répondra  à  une  valeur  inter- 
médiaire de  f^i ,  qui  pourra  être  représentée  ^srf^J  »  en 
prenant  pour  j  une  quantité  entre  zéro  et  i.  Il  suit  de  là 
qu'on  pourra  toujours  représenter  d'une  manière  finie  le  dé- 
veloppement d'une  fonction  quelconque  yf^  en  y  introduisimt 
une  quantité  inconnue  j  moindre  que  i.  Ainsi ,  on  a  ce  théo^ 
rême  analytique,  remarquable  par  sa  simplicité^ 


hi 
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^if,f\f,  etc.,   sont  le«   valeurs  àt  fi^fi^  fiy  etc., 
€n  j  faisant  iz=zo ,  Texposant  fc  étant  quelconque. 

On  a  par-là  une  démonstration  rigoureuse  de  cette  propo- 
rtion qu'on  s'était  contenté  de  supposer  jusqu'ici;  savoir , 
{ae  dans  le  développement  d'une  fonction ,  on  peut  donner  à 
la  variable  suivant  laquelle  est  ordonné  le  développement, 
nne  valeur  assez  petite  pour  qu'un  terme  quelconque  de  la 
lérie  soit  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent  ; 
car  il  est  clair  qu'il  suffit  pour  cela  de  faire  voir  qu'on  peut 
toujours  prendre  i  assez  petit  pour  que  l'on  ait 


£fA— 1 


s. 3. .  ./x 


—  1  •' 


ft — 1 


I-f^ 


a. 3..  .fc 


/'!/. 


condition  qui  se  réduit  à  celle-ci//^  ^  ^-Z"^*,  à  laquelle 
il  est  visible  qu'on  peut  toujours  satisfaire  en  diminuant  la 
valeur  de  £,  pourvu  qu'on  n'ait  pas/*^     *  =  o. 

On  peut  démontrer  de  la  même  manière  cette  autre  pro- 
position ,  que  si  l'on  a  deux  fonctions  différentes  fi  et  Fi , 
Çui  soient  telles  que  les  ^  premiers  termes  du  développe- 
ment dt  y/,  soient  respectivement  égaux  aux  /x  premiers  termes 
du  développement  de  Fi,  on  peut ,  en  diminuant  la  quan- 
tité iy  rapprocher  assez  près  les  valeurs  de  ces  deux  fonctions, 
pour  que  la  valeur  d'aucune  autre  fonction  comme  ci ,  ne 
puisse  jamais  tomber  entre  ces  valeurs,  si  les  yi,  premiers 
termes  du  développement  de  %î  ne  coïncident  pas  aussi  avec 
ceux  du  développement  de  fi  et  de  Fi  \  car  la  différence 
Pi  --fi  se  réduira ,  par  l'hypothèse,  à 
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OÙ  la  quantité  j  pourra  être  différente  dans  les  deux  fonc- 
tions^ mais  toujours  j  ^i\  au  lieu  que  la  différence  ç£  — fi 
sera  de  la  forme 

A  étant  <C  i^  ;  d'où  Ton  voit  qu'en  diminuant  la  valeur  de  i , 
le  rapport  de  cette  différence  à  la  première ,  deviendra  tou- 
jours plus  grand ,  à  moins  que  Ton  n'ait  aussi  ^^^=zf^,  etc. 

C  £st  sur  ces  principes  qu'est  fondée  l'application  rigou- 
reuse de  la  théorie  des  fonctions  dérivées  aux  parties  de  la 
géométrie  et  de  la  mécanique ,  pour  lesquelles  on  emploie  le 
calcul  différentiel.  Soit  fx  l'ordonnée  d'une  courbe  dontx 
est  l'abscisse  ;  prenons  une  nouvelle  abscisse  i ,  qui  commence 
où  finit  l'abscisse  x,  que  nous  regarderons  maintenant  comm» 
constante  ;  l'ordonnée  correspondante  sera 

/•(x  +  i:j=fx  +  if'x  +  '".  fx  +  etc. 

Arrêtons -nous  aux  premiers  termes ,  et  supposons  l'équatio» 

«=/je+  ifx, 

entre  l'abscisse  i  et  l'ordonnée  z;  cette  équation  sera  à  une 
ligne  droite  qui  passe  par  le  point  de  la  courbe  qui  répond  à 
l'abscisse  x,  et  qui  est  inclinée  à  l'axe  d'un  angle  dont  f  x 
est  la  tangente. 

Comme  les  deux  termes  de  l'ordonnée  de  cette  droit© 
coïncident  avec  les  deux  premiers  termes  de  celle  de"  la 
courbe  ^  il  sera  impossible    qu'aucune   autre    droite   passant 
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î  même  point  de  «la  courbe ,  puisse  passer  aussi   entre 

ît  la    droite  dont  il  s'agit;  celle-ci  sera  donc  la  tan- 

de  la  courbe  au   même  point  ^   de  manière  qu'en  ap- 

t  ^  la  sous-tangente,  on  aura  en  général -2.  zzzfx^  et 

f^  y 

nous  maintenant  les  trois  premiers  termes  du  même 
)ppement^  et  considérons  la  courbe  dont  l'équatioi^ 
l'ordonnée  z  et  l'abscisse  i  serait 

z  =fx  4.  ifx  +  --fx  ; 

ra  une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle  aux  ordonnées  , 
it  le  paramètre  est  j^r-. 

te  parabole  passera  par  le  point  de  la  courbe  proposée  qui 
d  à  l'abscisse  o:^  et  aura  la  même  tangente  qu'elle,  parcé- 
ss  deux  premiers  termes  de  son  équation  coïncident 
3eux  de  l'équation  de  la  courbe  ;  et  comme  les  troi- 
i  termes  coïncident  aussi,  il  s'ensuit  qu'aucune  autre 
Die  ne  pourra  passer  entre  celle-ci  et  la  même  courbe  : 
a,  parconséquent,  la  parabole  qu'on  nomme  osculatrice, 

aura  2vr- ou -TT  pour  paramètre. 

7  ^    y 

nme  c'est  ordinairement  au  cercle  qu'on  rapporte  la  cour- 
ies  courbes ,  pour  avoir  le  rayon  de  courbure ,  on  suppo- 
jue  la  courbe  proposée  est  un  cercle  dont  l'équation  ge- 
î  est,  conmie  Ton  sait, 

on  aura 

l'on  déduit ,  en  prenant  les  fonctions  dériyées , 


\ 
t 
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/  = i! r=:/'x 


(S 


Si  on  détermine ,  par  ces  trois  équations ,  les  yalenn  <b  (A^ 
b,  r  enx ,  fx,  fx ,  fx,  on  aura  non-seulement  le  rayon ffî 
du  cercle  osculateur ,  mais  aussi  la  position  du  centre  de  CM^ 
cercle  par  les  deux  coordonnées  a,  b ,  qui  seront  en  mènsf Q 
temps  celles  de  la  développée  ;  car  alors  les  trois  premimk 
termes  du  développement  de  y  dans  le  cercle ,  coincideroitf 
avec  les  trois  premiers  termes  du  développement  de  y  danskle 
courbe  proposée.  \- 

On  aura  aussi ^  peur  une  courbe  quelconque^ 

y 

*=j' — /- 

On  peut  pousser  plus  loin  cette  théorie  det  otculatioss; 
comme  nous  l'avons  fait  dans  les  articles  117  et  suivans  de  h 
Théorie  des  Fonctions  analytiques,  \ 

Si  on  considère  l'espace  décrit  par  un  mobile  ^  conune  fono-*  ^ 
tion  du  temps  employé  à  le  parcourir ,  et  qu*on  nomme  x  b  1 
temps ,  et  y  l'espace ,  l'équation  y  '=^fx  exprimera  la  nation  x 
du  mouvement.  Soit  z  l'espace  décrit  dans  le  tems  i  qui  cont*  \ 
mence  au  bout  du  temps  a:,  on  aura  z  ^=f{x  +  i)  — ^  et  par  f 
,  le  développement 

*=ifx  +  ^/x+iîg/-x+ctc.: 
me  prenon^  dons  cette  expression  de  »  que  le  premier  terme; 
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tt  considérons  un  autre  mobile  dont  le  mouvement  serait  re- 
présenté par  réquation 

entre  l'espace  u  et  le  même  temps  i  ;  ce  mouvement  sera  uni- 
forme avec  la  yîtessef^x.  Comme  la  valeur  de  u  est  exprimée 
par  un  terme  qui  est  le  niême  que  le  premier  terme  de  la  va- 
leur de  2'|  il  suit  de  ce  que  nous  avons  démontré  en  général , 
que  j  dans  les  premiers  instans  du  temps  i  ^  ce  mouvement  unir* 
foniie  approchera  plus  du  mouvement  dont  il  s'agit^  qu'au- 
cun antre    mouvement   uniforme  ;   car  on  pourra   toujours 
prendre  le  temps  i  assez  court  pour  qu'entre  les  espaces  par- 
oonrus  en  vertu  de  ces  deux  mouvemens^  il  ne  puisse  être  par- 
couru uniformément^  dans  le  même  temps^  aucun  espace  moyen 
avec  une  autre  latesse  que  f'x.   Donc  on  pourra  regarder 
f'x  comme    l'expression  de  la  vitesse  de  tout  mouvement 
représenté  par  l'équation  y=fx ,  au  bout  du  temps  x. 

Si  on  prend  les  deux  premiers  termes  de  l'expression  de  z 
pour  l'espace  décrit  par  un  autre  mobile  dans  le  même  temps  i, 
la  formule 


représentera  un  mouvement  composé  d'un  mouvement  uni- 
forme avec  la  vitesse  y^x,  et  d'un  mouvement  uniformément 
accéléré  produit  par  une  pression  ou  force  accélératrice 
constante  f'x ,  comme  l'expérience  le  prouve  dans  le  mou- 
Tement  des  graves. 

Les  termes  de  la  valeur  de  u  étant  les  mêmes  que  les  deux 
premiers  termes  de  l'expression  générale  de  z ,  on  conclura 
des  mêmes  principes  établis  ci-  dessus ,  et  par  un  raisonnement 
semblable  au  précédent ,  que ,  dans  les  premiers  instans  du 
temps  i  y  ce  nouveau  mouvement  approchera  du  mouvement 
représenté  par  l'équation  zz^fÇ^x-j-i) — fx,  ouy=zfx, 
plus  qu'aucim  autre  mouvement  semblable  ,  de  manière 
^'on  pourra  prendre  fx  pour  la  vitesse  ,    et  /"  x{  pour 
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la  force  accélératrice  au  commencement  du  temps  i ,  c'est-i^ 
dire ,  au  bout  du  temps  x.  Donc ,  en  général ,  y  étant  l'espactf 
décrit  et  exprimé  en  fonction  du  temps ,  y^  sera  la  vitesse , 
et  y^  la  force  accélératrice  nécessaire  pour  ce  mouvement. 

Ceci  a  lieu  natutellement  dans  les  mouvemens  rectilignes  : 
raids  en  considérant  les  mouvemens  curvilignes  comme  com- 
posés de  îrectilignes  ,  on  en  déduit  les  lois  des  ^tesses  et  det 
forces  dans  toutes  sortes  de  mouvemens. 

Nous  nous  contenterons  ici  d'avoir  fait  voir,  en  deux  mots^ 
Tusage  de  notre  théorème  sur  les  limites  du  développement 
des  fonctions,  dans  l'application  des  fonctions  dérivées  à  la 
géométrie  et  à  la  mécanique  ;  et  nous  renverrons  ceux  qui  dési- 
reront un  plus  grand  détail ,  à  la  seconde  partie  de  notre 
Théorie  des  Fonctions  analytiques , 


/ 
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Des'  MquMions  dérivées,  et  de  leur  usage  pour 
la  transformation  des  Fonctions,  analyse  des 
Sections  angulaires. 

Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  les  fonctions  déméei 
i^e  comme  servant  à  la  formation  des  séries  d'oà  elles 
(mt  leur  origine;  mais  ces  fonctions,  considérées  en  elles- 
iiilmei,  olTrent  «n  nouvean  système  d'opérations  algébriques, 
et  sont ,  pour  ainsi  dire ,  la  clef  de  la  traniforniatioii  des 
fonctions. 

Lorsqu'une  fonction  d'une  variable  est  présentée  sons  deux 
fonaes  différentes,  en  égalant  cëb  ei:pre!sioBS ,  on  a  ce  qu'on 
appelle  une  équation  identique,  à  cause  de  l'identité  de  la 
Tïleur,  laquelle  doit  parconséquent  avoir  lieu  indépendam- 
ment de  la  variable  ,  c'est-à-dire  ,  quelle  que  soit  cette  va- 
table  i  ainsi  elle  aura  lieu  aussi  en  attribuant  à  la  variable 
'  lui  accroissement  quelconque  i. 

Soit  fx:^o  une  pareille  équation  identique  ,  on  aura  donc 
""«/(x-^- J)  =  o,  savoir,  en  développant 

I  Çiel  que  soit  i  ;   donc  on  aura  séparément 
'  fx  =  o,fx7=o,fx  =  o,  etc.; 


^où  il  luit  que  l'on  aura  la  même  équatioi 
'  «sctionï  dérivée»  d'un  ordre  quelconque. 


i 
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Suppoions  maintenant  une  équation  comme 

entre  deux  variables  x  et  y ,  par  laquelle  Tune  y  doive 
fonction  de  x.  Il  est  évident  qu'en  regardant  y  comme 
fonction  de  x,  déterminée  par  cette  équation  ^  Téquation 

sera  identique ,  et  aura  lieu  indépendamment  de  x  ;  donc  W 
quation  subsistera  aussi  entre  les  fonctions  dérivées  d'un  o: 
quelconque. 

En  prenant  donc  les  fonctions  dérivées  premières ,  secom 
etc.  de  chaque  terme ,  on  aura  autant  de  nouvelles 
qui  auront  lieu  en  même  temps  que  l'équation  primitive  ; 
conséquent  toute  combinaison  de  ces  équations  aura  lieu 
à-la-fois. 

Nous  nommerons  en  général  équations  dérivées  du  prenait 
ordre,  du  second  ordre ,  etc.  ou  simplement  équations  primes, 
secondes ,  etc. ,  non-seulement  les  équations  dérivées  qu'oi 
obtient  en  prenant  les  fonctions  primes,  secondes,  etc.  da}'i 
tous  les  termes  d'une  équation  regardée  comme  primitive,  mattl 
encore  les  équations  qu'on  pourra  former  par  une  combinaison!' 
quelconque  de  l'équation  primitive ,  et  de  son  équation  prime|i 
ou  de  ces  deux-ci  et  de  l'équation  seconde.  ! 

Ainsi  l'équation  primitive  contenant  x  et  y ,  l'équation  dé-^" 
rivée  du  premier  ordre  ou  équation  prime  ,  contiendra  j^^jf 
et  y-,  l'équation  dérivée  du  second  ordre  ou  équation  seconde^r 
contiendra  y  x ^  y  ^y  ety"  \  et  ainsi  de  suite. 

Si  au  lieu  de  regarder  y  comme  fonction  de  x ,  on  regardait^ 
au  contraire  x  comme  fonction  de  ^ ,  l'équation  prime  seraitr 
entre  y  yXetaf  ^  l'équation  seconde  serait  entre  y^x^xf  et /i; 
et  ainsi  de  suite  ;  et  par  le  principe  exposé  dans  la  leçon  YIlij^ 
on  pourra  toujours  transformer  un  de  ces  systèmes  d'équatiom 
dérivées  dans  l'autre. 


i 
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Pour  montrer  d'abord  par  quelques  exemples  l'iuage  des 
équations  dérivées  dans  la  transformation  des  fonctions  je 
tonsidérerai  les  fonctions  sin  x  et  cos  x,  dont  nous  avona 
donné  les  fonctions  dérivées  dans  la  leçon  Y^  et  faisant 

j'  =  sin  X ,  z  =  cos  X , 
j'aurai  d'abord 

y  =  cos  a;  et  a'  =  —  sin  x  > 
parconséquent 

ai  on  multiplie  la  première  de    ces  équations  par  |/ —  i  ^  et 
qu'on  l'ajoute  à  la  seconde ,  on  aura 

d'où  l'on  tire  l'équation 

Or  nous  avons  vu  dans  la  leçon  VI,  que  si  p  est  une  fonc- 
ez 

tion  qtielconque  de  x ,  --  est  la  fonction  dérivée  de  tp  ;  ;ûnsi 

sera  l'équation  primitive  d'où  la  précédente  peut  être  censée 
dérivée  ;  la  quantité  k  est  la  constante  arbitraire  que  nous 
avons  vu  à  la  fin  de  la  même  leçon ^  pouvoir  toujours  s'ajouter 
à  la  fonction  primitive  d'uûe  fonction  dérivée  donnée  ,  et  qui 
sert  à  lui  donner  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible, 
n  serait  inutile  d'ajouter  de  même  une  constante  au  premier 
membre  de  l'équation ,  parcequ'elle  se  fonderait  dans  l'autre 
par  la  simple  transposition  dans  le  second  membre. 

Mais  cette  constante  étant  jusqu'ici  arbitraire ,  il  faut  la 
déterminer  couJfoaoéiûÇUt  à  1^  Mtujce  des  fgnctions^  et  a. 

H 


\ 
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Pour  cela,  j'olMerve  qu  en  f^isaat  a?  =3  o  ^  on  a 

sin  a;  =  Oy  et  CO8  X  =  1  ;  donc^  =  o ,  a  =3 1 ; 

II  faudra  donc  que  Téquation  que  nous  venons  de  trouyer,  lO-» 
tisfasse  à  ces  suppositions  )  or  elle  devient  dans  ce  cas  lizsik;   • 
et  comme  / 1  est  =  o ,  on  aura  ft  =  o. 

L'équation  sera  donc  simplement  , 

•t  passant  de  là  aux  exponentielles  ; 

e  étant ,  comme  nous  le  supposons  toujours^  le  nombre  dont  le 

logarithme  hyperbolique  est  l'unité.  Remettant  pour  y  et  n  -, 

leurs  fleurs  sia  x  et  ces  a?,  on  aura  cette  formule  remv^ 

quable 

cos  a:  +  sin  x  |/—  1  =  e*^'— >  ; 

laquelle ,  à  cause  de  Tambiguité  du  radical  ^—  1 ,  donne  éga* 
lement  celle-ci . 

co»  X  «^  sin  a:|/—  1  =:e"^*K'"'; 

et  ces  deinc  combinées  ensemble  suffisent  pour  déterminer  les 
valeurs  de  fin  x  et  cos  x.  On  aura^  en  effet,  après  les  avoir 
ajoutées  ou  retranchées , 

00s  X  =      ■  , 


smx 


2 


a  1/  —  i 


Ainsi  les  sinus  et  cosinus  se  trouvent  exprimés  par  des  ex- 
ponentielles imaginaires ,  ce  qu'on  peut  regarder  comme  Tune 
des  plus  belles  découvertes  analytiques  qu'on  ait  faites  dans 
ce  siècle. 

Ces  formules  peuvent  aussi  se  déduire  immédiatement  de  la 
comparaison  des  séries  qui  exprimeut  les  fonctions  sin  ob^ 
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tos  aret  c*,  et  que  nous  avons  trouvées  plus  haut  (leçons  IV 
Kt  yi.)  C'est  de  cette  manière  qix'Euler  les  a  données  dans  le 
llome  YII  des  Miscellanea  Berolinensia  .*  mais  ^  dans  son  Jn- 
troiuctio ,  il  les  déduit  des  expressions  algébriques  des  sinus  et 
eosinus  des  angles  multiples ,  par  une  réduction  ingénieuse , 
nais  dépendante  de  la  considération  des  quantités  infinies  et  in- 
Uniment  petites ,  et  que  nous  avons  tâché  de  rendre  rigoureuse 
ans  la  Théorie  des  Fonctions ,  n*"  sa  et  sS. 

Comme  ces  mêmes  séries  avaient  été  données  par  Newton 
<ians  son  Commerce  avec  Oldemburg ,  et  étaient  ainsi  connues 
«vant  la  fin  du  si'cle  dernier,  on  aurait  pu  dès-lors  parvenir 
^x  formules  dont  nous  parlons ,  et  donner  par-là  à  la  théorie 
des  sections  angulaires ,  la  perfection  qu'elle  n'a  acquise  que 
cinquante  ans  après  par  les  ouvrages  d'Euler, 

L'expression  des  arcs  en  logarithmes  imaginaires  remonte , 
I  la  vérité ,  au  commencement  de  ce  siècle  y  et  c'est  une  des 
dus  belles  découvertes  de  Jean  Bernoulli ,  qui  Ta  donnée  en 
)eu  de  mots  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de 
1702.  Il  y  était  parvenu  en  intégrant  par  logarithmes  l'élément 
le  l'arc  exprimé  par  la  tangente ,  comme  Leibnitz  avait  trouvé 
a  série  qui  exprime  l'arc  par  la  tangente ,  en  intégrant  I9 
nême  élément  par  série.  * 

Cette  découverte  conduisait  aussi  naturellement  aux  mêmes 

Formules  exponentielles;  mais  elle  est  restée  long-t^emps  stérile^ 

et  ce  n'est  que  lorsque  ces  formules  ont  été  connues  par  d'autres 

roies ,  qu'pn  a  vu  qu'on  pouvait  .les  tirer  immédiatement  do 

l'intégration. 

L'équation 

cos  x  +  smx  J/—  1  =  ô*V^""* 

où  le  radical  l/—  i  peut  avoir  également  le  signe  -f-  et  — , 
donne  toute  la  théorie  du  calcul  des  angles.  Car  en  multipliant 
cette  éq[uation  par  l'équation  semblable 

cos  jr  -f"  ^uy  v'—  1  =  e^^""'. 
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(cosx  +  sinxj/— i)  (cos^+sin^  ]/— i)=cC*-*tV-»,  ,5 

Mais  en  mettant  dans  la  même  équation  oc'^-y  à  la  plact  | 
de  a:  y  on  a  aussi 

Donc ,  comparant  et  développant  le  produit  >  on  a 

cos  xcos^  — sinorsinj'  +  (cosxsinj^  +  cos^sinx)XV^— 1 
=  cos  (x-f-^)  +  SÛ1  C^+J')  V — 1  *> 

et  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  les  deux  signes  * 
de  J/—  1 ,  il  s'ensuit  qu'on  aura  séparément  f^ 

cosxcoi^ — sina:8in^  =  cos(a;+j'), 
cosx  sin^  -f-  sin  j:  cos^  =  sin  ( x  +^)  » 

formules  qu*on  démontre  par  la  géométrie ,  et  qui  sont  le  fon^ 
dément  de  toute  la  théorie  des  angles. 

La*  même  équation ,  en  élevant  les  deux  membres  i  un# 
puissance  quelconque  m^  donne 


•  « 


(  cos  X  +  sin  X  1/ —  1  )'"= 6"*'^""'. 

Donc  aussi  ^  en  mettant  dans  Fcquation  primitive  mx  ilM 
place  de  x  et  comparant  ^  on  a 

(  cos  a:  +  sin  a;  |/ —  1  )"*  =  cos  mx  -f-  sin  mx  |/ —  1 , 

fonniile  remarquable  autant  par  sa  simplicité  et  son  éléganc» 
que  par  sa  généralité  et  sa  fécondité. 

n  paraît  que  Moivre  est  le  premier  qui  ait  trouvé  cette  belld 
formule  ;  on  voit,  par  les  Miscellanea  analyticay  qu'il  y  a  et» 
Conduit  par  la  considération  des  sections  hyperboliques  com- 
parées aux  sections  circulaires.  Maintenant  elle  est  devenu» 
une  véritQ  élémentaire  ^   qu'on  démontre  par  le  moyen  de» 
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ileurs  de  sin  (x  -h y)  et  cos  (x  + j^)  que  donne  la  géomé- 
rie  ^  en  considérant  le  produit  dés  formules  semblables 

cos  X  -f-  sin  a;  v^ —  1  et  cos^  +  sin^  ^—  1 , 

equel  se  réduit  à  c«tte  formule  semblable  , 

cos  (x  -i-y)  +  sûi  (r +j^ )  {/ —  1  ; 

tt  c'est  à  ^ttfer  qu'on  doit  d'avoir  transporté  ainsidans  les  Elé- 

mens  une  formule  d'une  si  grande  utilité. 

Il  est  vrai  que  de  cette  manière  00  ne  peut  la  démontrer 

vpie  pour  des  valeurs  rationnelles  de  m  ;  mais  -il'  en  est  ici 

comme  dans  la  formule  du  développement  du  binôme ,  et  en 
général  dans  toutes  les  formules  qui  contiennent  une  indéterminé© 
qui  peut  être  un  nombre  quelconque  rationnel  ;  ce  n'est  que  par 
la  considération  des  fonctions  dérivées  qu*on  en  peut  prouver  la 
généralité  pour  une  valeur  quelconque  de  la  même  quantité. 

En  prenant  dans  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  ^ 
le  radical  ^/—  1  en  plus  ou  en  moins ,  on  à  ces  deux-ci , 

cosma?  +  sin7na;(/— 1  =  (cosx  +  sin  x^—  1  )"*, 

cos  mx  •—  sin  mx  |/—  1  =  (cos  x  —  sin  x  ^^—  1  )"*  ; 

d'où  l'on  tire  aisément 

(cos  x+sin  xl/— 1  y*+(co8  x — sin  xl/ — 1  ^"^ 

cosmx=^  ■■  I  ■' ■       ■'  — Il      r,  ■ 

a 

,      (cosx+sinxi/ — 1)"* — (cosx— sinx|/ — i)*" 

ai/— 1 

Si  on  développe  les  puissances  m'"*'*  parla  formule  du  binôme^ 
les  imaginaires  disparaissent  y  et  l'on  a  ces  expressions  en  série  ^ 

COS  7ïi!c  =  cos"*x ^^ ^  cos"*  *xsm'x 

a 

m(/n--i)(/n-a)(m>>5)  ^^„,^ ^  ^.^^ ^  _  ^^^ 

^  a. 3. 4 

mf/n— 1)  (m— 2^       ^^^     .  ♦ 

^    «m»ix=mcos«-'xsmx ^^ -^ -cos"»  ^«sm'x 

a.o 

+  etc.  ^ 
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Ces  deux  formules  avaient  été  données  dès  1701  ,  par  Jemf 
Bemoulli  y  dans  les  Actes  de  Léipsic ,  mais  sans  démoiutnHf 
tion;  et  .on  voit  par  la  lettre  129  du  Commercium  epistolhl 
cum  y  et  par  le  Traité  des  Sections  coniques  de  YHopital^  ' 
qu'il  les  avait  trouvées  en  cherchant  successivement ,  par  lel 
théorèmes  connus,  les  valeurs  des  sinus  et  cosinus  dei 
angles  doubles ,  triples ,  etc.  ^  et  en  observant  ranalogîe  des 
termes  de  ces  valeurs  avec  ceux  du  développepie^t  du  binôme. 
£n  effet,  si  on  fait  successivement ^rsx,  dx,  3a*,  etc. ^L 
dans  les  formules  données  ci -dessus  pour  8in(x-|-^)  et  . 
cos  (pc  -^y)  >  et  qu'on  substitue  à  mesure  les  valeurs  pré* 
cédentes,'  on  trouve 

cos  ax  =  cos*  X  —  sin*  x^ 
ân^xzzzacosx  âa  Xp 
cos  33?  ■=  cos^x  —  3  cos  x  sin*  j?, 
sin  3a7  =3  cos*  x  sin  a>—  sin'x,  ; 

etc. ,  I 

dont  l'analogie  avec  les  termes  des  puissances  correspondantes    • 
du  binôme  ,  est  manifeste . 

D'après  cela ,  il  est  létonnant  que  Jean  Bemoulli  n'ait  pa» 
trouvé  les  expressions  finies  de  sin  mx  et  cosmx,  et  qu'il  ait 
fallu  encore  vingt  ans  pour  qu'on  parvînt  à  la  formule  don- 
née par  Mois/re,  Ainsi  Jean  BernouUi  a  touché  deux  fois  à 
la  même  découverte,  et  il  en  a  laissé  la  gloire  à  ses  suC' 
cesseurs. 

Les  formules    précédentes   renferment   les  puissances  de 
sin  X  et  cos  x  mêlées  ensemble  ;   comme   on  a  toujours 

cos* X  -f-  sin*  a:=  1 , 

1  est  possible  de  faire  disparaître  toutes  les  puissances  paires 
de  sinx  ou  de  cosx,  et  d'avoir  des  formules  qui  procèdent 
suivant  les  puissances  de  cosx  ou  sinx. 
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n  serait  difficile  de  parvenir  à  des  séries  régulières  par  la 
fimple  substitution;  mais  les  formules  conilties 

^cosx  cos7îMîi=:  cos(jîi4-  i)  ap-J-ooè(rt|i^  i)3c, 
a  CCS  a:  sin  mx  t=:  sin  (i^t-f-  0  ^  "f"  stn  (wt-^i)  j?> 

font  Toir  que  les  cosinus  et  sinus  des  multipléé  de  x  forment 
deux  séries  récurrentes  dont  l'échelle  de  relation  est  a  cos  x,  — »i . 

Ainsi  en  partant  des  premières  valeurs  de  costhx  et  sinmx, 
loisqne  jn=o  et  m==  i ,  et  mettant^  pour  piiïà  de  simplicité^ 
p  et  9  à  la  place  de  cosx  et  8Îa:t^  on  trouvera  successivement 

cos  007  =  1 

eôêix:i=tp 

G0S2:t  ssï  â/)  Cos  X  —  c<5s  ôx  =11  àp^  —  i 

cos3x=apcosaa:— cos  a:  =  ^  — 3p 

etc.; 

d'où  résulte  la  table  suivante  : 

cos  107=2    p 

C0S23Cr=z    a/)*—    1 

co83a?=    4p^'--^  3p  ^  fjs 

cos4a:=   8/1*—   8p*+i     [^^^* 

cos5aî=  iSp*— acjp^  +  5p 

etc. 

et^  en  général^ 

a  cos  mx  =  {p.pY—m  (ap)"*"^  4-  2îi2î — l  (ap)«- 

On  trouvera  de  même 

4 


■Éb 


AJ^m. 
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sin  ix^z=q 
sin  ax  =  Sipq 

sin  5x=  (i6/>* — iap*-f-i)  7 
et€. 

et,  en  général , 

sin  ma;=:=  {(ap)"*"'  —  (m^— a)  (ap)"*^ 

Ces  séries  procèdent  suivant  les  puissances  desceni 
de  p  ;  on  peut  en  avoir  aussi  qui  procèdent  suivant  \e& 
sances  ascendantes  de  p  ou  de  q  ;  mais  il  faut  alors 
guer  les  cas  de  m  impair  ou  pair. 

Soit  !•.  TFi  impair  :  on  aura 

cos  ix:=p 
'  cos3x  =  — (3p — 4p^)  r   .çr. 

cos5x*=5p — 2op* -J- iGp^ 
etc. 

et,  en  général, 

m  (m*— 1) 


< 


cos  ma; 


m(m»-0(m«-9)    .  "l 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  m  est  de  la  ; 
4^1  + 1  >  ^t  l'inférieur  pour  celui  où  m,  est  de  la  : 
é^n  +3. 

On  aura  de  même,  lorsque  771  est  impair j^ 
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% 

sin  IX  =:  q  \ 

etc.  j  J 

en  général , 

(;^a_x)  (^>-^)  (^>-a5)  .    > 

a.  3,  4.  5.  6       ^+  '^^'^i  ' 

}n  observera^  à  Tégard  des  signes  ambigus ^  la  mémo 
que  ci-dessus. 

t  2*  771  pair  :  on  aura  .   -. .  > 

cos  ax  =  —  (t— ap*) 

cos  4^  ==  1 — '8/7*+  8jp*  f   -.^ 

cos  6x  —  —  (i— i8/7*  +  48p^--3iïp6)  >  ^   ^» 

etc. 

n   général^ 

L       •  a.  ^^      a. 3.4     *^ 

77^-(m«-4)  (m^~i6)  -| 

a.3.4.5.6  P  +etc.J 

suite, 

sin  QX  =  2pç 

sin  4r  =  —  <7  (4p— . 8p3) 

sin  ex  =z  (/  (Sp  — 32/)3  +  32p5)  (  V.^-'^ 

etc. 

n  général, 

771(771*— 4)    3 


cos  77107 


=  ±:  <  77ip  — 


«m  771X  —.    X    >"f  çr 


'+ a. 3. 4. 5        P       **"•  J  "^^ 
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A  regard  des  signes  ambigus,  on  prendra  let  signes  snpé 
rieurs  lorsque  m  est  de  la  forme  4^  4"  ^  >  et  les  inférieun 
lorsque  m  est  de  la  forme  j^n. 

Enfin  on  aura  aussi,   à  cause  de  p*=  i  —  f*. .... 
1*  Pour  le  cas  de  m  impair, 

—Ces  tx  =  p 
cos3x=p(i— 4^*) 
cos5x  =p(i  — ia<;*  +  i69^)         i 
etc. 

■ 

et,  en  général. 


cos  mx 


Ensuite , 

sin  ix=</ 
sin  3x  =  3^  —  4^^ 
sin  5a;  =59— 209^+1695    l   (^» 
.  etc. 

et ,   en  général , 

m  (m*— 1)    , 
sm  mx  =  mq  —  — ^^^ — —=-  q^ 

2.0 

m  (m*-i)  (m*— 9)    . 
+    a  .  3  .  4  .  5    '       **"' 

2*  Pour  le  cas  de  771  pair, 

cos  2X  =  1  —  2^* 

cos  4^  =  1  —  8</*  4-  8^< 

cos  6x  =  1  — »8^  +489^^-3^9^  ^  ^^' 

etc. 
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tt)  en  général^ 

m»   .    .    m*  (m* — 4)    . 
cos yFw:=  i  *—  ^-  o'  H ~ — ?^  q^ 

;n»(m»-4)(m>-i6)     . 

2.3.4.5.6       '  +'*^- 

Ensuite 

sin  ax  ==  ap</  '^ 

sin4x=z=p(4^  — 8^)  >(^>, 

sin  6x  =p  (  G^  —  32</^+  32^*  )  i 

etc.  »  y 

et,  en  général^ 

• 

J'ai  rapporté  ici  ces  différentes  formules  ,  parceque  je  ne 
connais  aucun  ouvrage  où  elles  se  trouvent  réunies ,  et  surtout 
parcequ'elles  nous  fourniront  l'occasion  de  faire  plusieurs  re- 
marques qui  pourront  intéresser  les  lecteurs. 

Nous  observerons  d*aLord  que  les  formules  des  tables  (^), 
(B) ,  (^)  et  (/)  ont  été  trouvées  par  p^ete,  et  répondent  à 
Celles  que  Ton  voit  aux  pages  296 ,  297  et  299  de  ses  Œuvres 
imprimées  à  Leyde  en  1646.  Il  faut  seulement  observer  que 
yietea.  considéré  les  cordes  plutôt  que  les  sinus  ou  cosinus;  or 
acosx  étant  la  corde  du  complément  à  deux  droits  ,  de  Tangle 
«X,  les  quantités  2  cos  2x,  2  cosSx  etc. ,  seront  les  cordes  des 
complémens  des  angles  doubles ,  triples ,  etc.  ;  et  la  table  (.^) 
deviendra  celle  de  la  page  295  de  f^iete ,  en  multipliant  tous 
lestermespar  2  ,  et  faisant  2p  =  A^,  (2^)^*=^,  (2p)^=:C, 
etc. ,  suivant  sa  notation. 

A  regard  de  la  table  de  la  page  297  de  J^iete ,  elle  donne  le 
rapport  des  cordes  des  arcs  doubles ,  triples ,  quadruples ,  etc. , 
a  la  corde  de  Tare  simple  ;  et  le  premier  de  ces  rapports  y  est 
désigné  par  N^  dont  le  quarré  est  Q ,  le  cube  C,  etc.  Ainsi  en 
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prenant  2  sin  x  pour  la  corde  de  Tare  simple  ,  ces  rapports 

5in  stcc     sin  3<27 

ront  représentés  par  ^— : ,  — : etc.  ',  et  la  table  dont 

^  "^       smx       sinx 

• 

•'agit ,  s'accordera  avec  la  table  (B)  en  faisant  — : =  un  =iV; 

sinx         ' 

et  divisant  chaque  équation  par  la  première. 

La  table  de  la  page  2299  de  P'iete  renferme  les  deux  tablei 
(  /T)  et  (  /)  ^  en  multipliant  tous  les  termes  de  ces  tables  par 
û,  et  faisant  aç  =  iV,  (2^)*=  Q, 

Il  m*a  paru  intéressant  de  montrer  ce  que  f^te  avait  fait 
sur  l'objet  dont  il  s'agit ,  et  surtout  d'indiquer  lesquelles  des 
formules  connues  pour  la  multiplication  des  angles ,  lui  sont  k 
dues ,  ce  qu'on  n'avait  pas  encore  fait  ^  que  je  sache ,  d'une  m 
manière  tout-à-fait  exacte.  "; 

Au  reste  f^iete  n'a  pas  donné  les  formules  générales  de  cet 
tables  ;  il  a  donné  simplement  le  moyen  de  les  continuer  aussi 
loin  qu'on  voudra ,  en  indiquant  la  loi  des  termes  et  de  leurs 
coefCciens. 

Dans  les  mêmes  actes  de  Léipsîc ,  pour  1701 ,  déjà  cités  plui 
haut,  Jean  BernoulU  avait  aussi  donné,  sans  démonstration^ 
uae  formule  générale  pour  les  cordes  des  arcs  multiples ,  la- 
quelle revient  à  celle  de  la  table  (^)  ,  en  observant  que  a(/  cst^ 
la  corde  de  son  complément  à  la  demi-circonférence. 

Ensuite  Jacques  BernoulU  a  donné ,  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  1702,  deux  formules  pour  lej 
cordes  des  arcs  multiples ,  qui  répondent  aux  formules  géné- 
rales des  tables  (JB)  et  (/)  ,  en  observant  que  aqf  étant  la 
corde  de  l'arc  2x ,  et  2p  la  corde  de  son  complément,  2  sinmx 
sera  la  corde  de  l'arc  7/i*^"p'%  et  2  cos  mx  la  corde  de  son  com- 
plément. Mais  la  première  de  ces  deux  formules  avait  déjà 
été  donnée  par  Newton  dans  sa  première  lettre  à  Oldemburgi 
imprimée  dans  les  œuvres  de  TVallis. 

EaRn  nous  remarquerons  qu'il  n'y  a  que  les  formules  gêné- 
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les  des  tables  (^),  (B) ,  {H)  y  (K)  qui  se  trouvent  dans 
utrodtiction  diEuîer  (chap.  XIY). 

Mais  toutes  ces  formules  n'ont  été  données  jusqu'ici  que  par 
iduction  ,  ou  bien  en  supposant  que  le  nombre  m  est  un  des 
lombres  de  la  série  i  ,  a ,  3 ,  etc. ,  de  sorte  qu'on  peut  douter 
i  elles  s'appliquent  à  d'autres  valeurs  de  m. 

De  plus,  si  on  considère  les  formules  des  tables  {A^  et  (i5), 
3n  voit  qu'à  la  rigueur  elles  vont  à  l'in&ni ,  même  lorsque  m 
est  un  nombre  entier  positif  ;  car  en  faisant  m  =  i ,  la  pre- 
mière donne 


co8x  =  p— .  __-.^-5—  —-—etc.. 


1 
tt  la  seconde  donne 


Taleurs  qui  sont  évidemment  fausses.  Il  en  sera  de  même  en 
donnant  à  m  d'autres  valeurs  quelconques  entières  et  positives, 
et  tenant  compte  de  tous  les  ternies  qui  ne  sont  pas  nuls. 

n  est  vrai  que  par  la  nature  des  tables  (^)  et  ^^)  dont 
ces  formules  ne  sont  que  le  terme  général ,  on  ne  doit  y  em- 
ployer que  les  termes  qui  contiennent  des  puissances  posi- 
tives de  p  ;  mais  comme  les  termes  qui  suivent  ne  sont  pas 
nuls,  on  ne  voit  pas,  à  priori,  pourquoi  on  doit  les  rejeter  , 
et  on  voit  moins  encore  ce  que  la  formule  exprimerait  en  ne 
les  rejetant  pas.  Nous  réserverons  le  dénouement  de  ces  dif- 
ficultés pou;:  la  leçon  suivante. 
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Suite  de  V Analyse  des  Sections  angulaires,  oà 
Pon  démontre  les  Formules  générales  des 
Tables  données  dans  la  leçon  précédente. 

Xl.EPRENON9  les  expressions  générales  de  cos  mx  et  sin  mx 
données  dans  la  leçon  précédente  ;  faisant 

cos  0?:=  p  >  et  parconséquent  sin  x=  (/  (i  -^  p^)  ^ 

on  aura 

asinziixv/— i  =  {p+l/(p»— 1)}'-— (p-l/(p«— 0}-:  1 

Nous  observerons  d'abord  que  ces  formules  sont  toujoun    > 
vraies^  quel  que  soit  le  nombre  m^  parcequ'elles  out  été  dé- 
duites de  Téquation  générale 

cosxzt:  8ina?y^—  i  =  e^*^^* 

élevée  à  la  puissance  m.  Ainsi  les  doutes  qui  pourraient  rester 
à  cet  égard  disparaissent  ici  entièrement. 

Tout  se  réduit  donc  à  développer  ^  suivant  les  puissances 
de  py  l'expression 

Comme  les  quantités  p  +  1/  (p* —  ï)  et  p—  y  (P*—  i)  sont 
les  deux  racines  dç  l'équation 
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*•  «-* fi/12  -f-'l  sa  o  , 

t  ferai  usage  du  théorème  que  j'ai  démontré  dans  la  note  XI 
e  la  Résolution  des  équations  numériques  y  sur  la  somme  des 
oiissances  des  racines  des  équations. 

Suivant  ce  théorème,  9i  qu  a  une  équation  quelconque 

le  la  forme 

u— a:  +  /x  =  o, 

DU  X  est  l'inconnue  ^  la  formule 

xi*étant  continuée  que  tant  qu'il  y  aura  des  puissances  négatives 
de  u  y  donne  la  somme  de  toutes  les  racines  élevées  chacune  à  la 
puissance  ^-m ;  mais  étant  continuée  à  l'inGni  y  elle  ne  donne  que 
IsL  même  puissance  de  la  plus  petite  des  racines.  Les  quantités 
J^  y  fhiy  etc.  sont  le  quarré,  le  cube,  etc.  Aq  fx\  et  les  traits 
appliqués  aux  parenthèses  dé8ig^ent  les  fonctions  dérivées  des 
fonctions  de  u  renfermées  entre  ces  parenthèses. 

Ainsi,  daas  jiptre  cas,  ti  on  change  z  en  x  et  qu'on  ai-* 
vise  réquation  par  fip,  coefficient  de  a; ,  elle  deviendra 

laquelle  étant  comparée  à 

u— x+yâ:=;o, 


donne 


1  -        x" 

2/j'       -^         ap 


donc  yû  x=:  •«-  ;  de  manière  que  la  série  précédente  deviendra 


I— I» 


+^+(^)'+(S^>-- 
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OÙ  il  faudra  fûre  u  =  -r-,,  après  avoir  pris  les  fonctions  di>  ^ 

rivées  désignées  par  les  traits  appliqués  aux  crochets. 
Or 

(  (a-")'i/«/  =  (—  mu-"^)''=-.  lîi  (771—5)  (771  —  4)  tt""*^. 

etc. 

Ainsi  la  série  deviendra 

«,      fH      __i,.  .  771(771— 3)      _ .  ^ 

m(/7i— 4)  (771  — 5)      -,,,  ,   ^ 
a.3.8p3  ^^ 

Faisons  maintenant  u=:  — ,  et  Ton  aura  la  série 
(ap)"»  —  7n  (gp)"»"*  ^  m  (771— 5)  ^^^^^««4 

771  (771 4)  ij^ 5)   ^      .^_.     ,       ^ 

— ^^ — -^ — '  ivr^ + etc. 

laquelle  étant  continuée  seulement,  tant  qu'il  y  aura  des  pui»-  - 
•ances  négatives  de  —  ,  c'est-à-dire  ,  des  puissances  positives  ' 
de  ap ,  exprimera  la  valeur  de 

ce  qui  est  la  même  chose  que  la  valeur  de 

{p  +  i/(P*-i)}"+{p-i/(p*  — 0}". 

a  cause  de 

{p + 1/(/»*-  0)  X  {p-V  (p*-  0} =1- 

Ainsi 
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Ainaij  dans  cet  état  I  la  série  dont  il  s'agit  donnera  la  valeur 
de  a  cos  mx ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  la  table  (A), 

Mais  si  on  continile  la  série  à  Tinfini  ^  alors  elle  ne  don-^ 
liera  que  la  yaleur  de 

puisque  p  -—  V/  (p* —  i)  est  la  plus  petite  des  deux  racines  ; 
oa>  ce  ^ui  revient  au  même^  elle  donnera  la  valeur  de 

Pour  notis  convaincre  en  effet  que  la  série  précédente  prise 
dans  toute  son  étendue^  n*est  que  le  développement  de  cette 
quantité ,  nous  allons  chercher  ce  développement  par  ime 
inarehe  directe  ^  ce  qui  servira  d'exemple  delà  manière  d'em->>, 
ployer  les  fonctions  dérivées  dans  ces  sortes  de  recherches. 

Supposons  donc  qu'il  s'agisse  de  développer  Texpression 

dans  une  série  descendante  de  la  forme 

jip^  +  Bp"^^  +  £>*«-*  +  i>p«-^  +  etc  : 

si  on  divise    de    part   et   d'autre   par    p"»,   et   qu'on   £as4e 

1 

*■=*,  on  aura 

P 

ou  l'on  voit  que  la  série   ne   peut  avoir  que  des  puissances 
paires  dez. 

Amsi ,  en  faisant  u  r=  2* ,  on  aura  la  fonction 

{i+i/O-")}" 

»déyeloppér  suivant  les  puUs^ices  de  w. 

1 
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Donc,  par  la  formule  générale  donnée  à  la  fin  de  la  leçon  U 
ai  on  fait 

on  aura 

{i  +1/  (î  -  "))"=/+  "/+ ^r + etc. , 


où/,  /^,  /*,   sont  les  valeurs  de  fu,  fu,  fu,  etc.,  Ion 
que  M  =  0  et  forment  ici  les  coefficiens  ^ ,  C,  etc. 

Ainsi  on  trouvera  d'abord /=  a"";  ensuite  on  aura 

et  de  là , 

et  ainsi  de  suite. 

On  peut  de  cette  manière  avoir  successivement  tous  le 
coefficiens  de  la  série  ;  mais  on  n'en  aura  pas  la  loi ,  ce  qi 
est  le  plus  essentiel. 

Pour  la  trouver  d'une  manière  générale ,  je  reprends  la  foi 
mule  en  p  et  je  la  suppose  égale  ky ,  ce  qui  me  domi 
l'éqiiation 

Je   remarque  maintenant  qu'un  des  principaux  avantage 
des  fonctions    dérivées  est  de  pouvoir  faire  disparaître  dai 
les  équations  les  puissances  et  les  radicaux.  En  effet ,  en  pn 
nant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  p  et  regardant 
comme  fonction  de  p ,  on  a 

cette  équation  divisée  par  l'équation  primitive ,  donne 
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t^ 


m 


Btnltipliamt  en  croix  et  quarrant ,  on  aura 

Prenant  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  par  rapport  a  p  ; 
on  obtiendra 

d'où ,  en  divisant  par  sy',  résulte  cette  équation  du  second 
ordre  en^  et  p , 

"»!y— rZ—cp*— oy=û> 

laquelle  étant ,  comme  Ton  voit ,  linéaire  par  rapport  à  ^  ;* 
et  dégagée  de  radicaux^  est   très-propre  au  développement 
de  y  en  série. 
En  effets  il  n'y  a  qu'à  substituer  pour  y  la  série 

^p~  +  Bff'-'  -f  Cp'»-*  +  Dp"";;^  -f-  etc.  ; 

tt  parconséquent  pour  y 

mAp^-'  -f'<m— i)  -»p«-* +(jn— fl)  Cp~-^  +  etc.  ; 

et  pour^" 

in(iifr— 0  Ap*^^  +  (/»— 0  (p^ — ^)  Bp^"^  4-  etc; 

Ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  de  p ,  on  aura 

«fm*^  — m-<^  —  m  (tti  —  i)  A^p^ 
j^  {m^B—{m—i)  B—(m—i)  (m—  2)  ^}  p"»-» 
+  [m-C  —  (m  —  2)C  —  im^^)(m—^  C) 

(m—i)AS^ 

4.(771— 1)  (ni— a)  ^^^ 
+  etc =0. 
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Comme   eette   équation  doit  aroir  lieu  ind^ 
de  p,  il  faudra  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  cbaqae 

Le  coefficient  de  p^  disparaissant  de  lui-même  ,  c*est 
marque  que  le  coefficient  ji  demeure  indéterminé. 

Le  coefficient  de  p""*  se  réduit  â  m^B"^  (m  —  1)*^^, ^ 
ne  peut  deyenir  nul  â  moins  de  faire  Bz=zo.  Or  B  étant  jmI 
S  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  de  p"*"^,  p"*"^,  «tel 
pourront  aussi  devenir  nuls  qu'en  faisant  D^o ,  i^=o ,  éÊ 

Maintenant  le  coefficient  de  p"*~^  se  réduit  â 
m»C— (m  —  a)*  C  4- m  (m— 1) -rf  ; 

celui  de  p"*^  se  réduit  de  même  à 

i 

m*£— (m— 4)*£:+(/ii— a)  (m— 3)C, 

et  ainsi  des  autres. 

On  aura  donc ^  en  réduisant^  les  équations 

4  (m— l)  C  -f-  m(m— 1  )       ^=0^ 
8  (m— a)  E  +  (m.— a)  (m.— 3)  C=:o, 

la  (m^— 3)  G  +  (m^4)  (»»— 6)  ^^o, 

etc., 

lesquelles  donnent  la  loi  suivant  laquelle  les  coeffidens^  jt^  l 

£,  G  f  etc.  dépendent  les  uns  des  autres. 

*  ■ 

On  tire  de  ces  équations 

^_       (m  — 5)  C_  m(m—3)ji 
^ 8         —       4T"S       ' 

C(7îi— 4)  (m — 5)  E  m  (m— 4)  (m— 5)  y^ 

ia(7n— 3)       ~  4.8.1a  ' 

etc. 


DES    fonctions;  I^ 

>r  nous  ayons  vu  que  le  premier  coefficient  A  est  égal  i  a*"; 
si  on  aura  ce  déyeloppemeat 

d  s'accorde  ayec  la  série  trouvée  dh-dessus. 

Cherchons  de  même  le  développement  de  f  p— |/^  (p*  •i)]"'- 
omme  cette  expression  ne  diffère  de  celle  que  nous  venons 
i  traiter  que  par  le  signe  du  radical ,  lequel  ne  se  trouve  plus 
ms  réquadon  dérivée  en  y  dont  nous  avons  fait  usage  ,  il 
ensuit  que  la  même  formule  que  nous  venons  d'obtenir  ^ 
3urra  encore  s'appliquer  à  ce  développement.  Il  faut  seu- 
iment  remarquer  que  comme  les  premiers  termes  du  radi- 

• 

al  v^  (p*— i)sontp— —  +  etc.,  le  premier  terme  dudé- 

eloppement  dont  il  s'agit,  serar — r;;;;  de  sorte  qu'ici  il  fau-< 

Ira  prendre  m  négativement;  et  comme  l'équation  dérivée  en 
r  ne  contient  que  m^^  on  aura  nécessairement  la  même  série 
m  y  changeant  seulement  m  en-— m,  ce  qui  suit  d'ailleurs 
Sissi  ds  ce  que 

{p- V(p*-0}"={p+v'(p'-i)}-";. 

M  aura  donc 


â 


il a  .5  (ap)-»^  +  etc. 

Si  maintenant  on  réunit  ces  deux  séries  j,  on  aurala  Vialeur 
^«  a  cos  mx  \  donc 
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S  C08  mx  =  (ap)"  —  m  (ap)"*"»  -| ^    **"    ^  C^p)*^ 

m  (m  —  4)  (.^ — 5)  ,    .„_.  . 
fl.5 '  C V)"^  +  «te. 

"' ^ a.  3  (ap)^^ + etc. 

C'est  le  développement  complet  de  a  cos  mx  en  puissa&ec 
de  cos  X ,  pom*  une  valeur  quelconque  de  m. 

Si  maintenant  on  fait  ici  771=  i  >  on  a 

OÙ  Ton  voit  que  les  deux  séries  se  réduisent    an  premi 
terme  p« 

En  donnant  à  m  d'antres  valeurs  entières  et  positivés  que 
conques ,  on  trouvera  toujours  que  la  seconde  série  qui  coi 
tient  les  puissances  négatives  de  p ,  servira  à  détruire  dans 
première  série  tous  les  termes  qui  contiendront  ces  mêm 
puissances  ;  c'est  ce  qu'on  peut  démontrer  en  général  par 
loi  même  des  deux  sénés  -,  de  sorte  que  le  résultat  se  rédui: 
aux  seuls  termes  de  la  première  qui  contiennent  des  puissanc 
positives  de  p  ce  qui  revient  à  ne  conserver  dans  cette  sér 
que  les  termes  où  p  est  élevée  à  une  puissance  positive ,  c 
nulle  ^  comme  nous  l'avons  trouva  plus  haut  à  priori. 

Mais  lorsqu'on  donne  à  m  une  valeur  fractionnaire  que 
conque ,  les  deux  séries  ne  se  détruisent  plus ,  et  leur  réunie 
est  nécessaire  pour  avoir  la  valeur  complète  de  a  cos  mx. 
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En  prenant  la  diiFérence  des  deux  séries  an  fien  de  leur 
sommey  on  aurait  la  valeur  de  sin  inx|/«^  i ;  maissin  nun 
âerait  eiprimé  de  cette  manière  par  des  séries  infinies  et  ima- 
ginaires.  Ponr  avoir  une  expression  réelle ,  il  suiEt  de  consi-^ 
dérer  que  la  fonction  dérivée  de  co&  mx  est  —  ni  sin  mx ,  et 
que  celle  de  p  est  — ^ ,  puisque 

p  ==  cos  X,  et  </=s  sin  a?; 

de  manière  qu^en  prenant  les  fonctions  dérivées  des  séries^ 
trouva  pour  cos  mx,  on  aura  8ur-*le<-«liamp^  en  changeant 
les  signes  et  divisant  par  2m, 

sin  mx  =  {(ap)"*""*  —  (m— a)  (sp)"*-* 

+  i» ^-^ ^  (»rt"^—  etc.}  g  . 

—  {(apr»-^ +  (/,»+ n)(apy 


(ap)-m-5^etc.}<7. 

Cette  expression  se  réduit  aussi  à  une  forme  finie  ,  lorsque^ 
m  est  un  nombre  entier»  par  la  destruction  mutttelle  des  termes 
qui  contiendraient  des  puissances  négatives  de  p;  de  sorte 
que  m  étant  un  nombre  positif  entier ,  il  suffira  de  prendre 
dans  la  première  série  les  termes  qui  contiendront  des 
puissances  positives  dep*  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  do 
k  table  {B). 

Xiorsque  tu  est  un  nombre  fractionnaire,  les  deux  séries  vont 
a  l'infini,  et  jointes  ensemble^  elles  donnent  la  vraie  valeur 
de  sin  mx ,  développée  suivant  les  puissances  descendantes  de 
cos  0?^  conune  cela  a  lieu  pour  la  valeur  de  cos  ttup. 

Eulér  a  le  premier  reconnu  cette  espèce  d'imperfection  des 
formules  connues  des  tables  (^A)  et  (i5)  ;  il  a  fait  voir  ,  par 
^e  analyse  à-peu-près  semblable  à  celle  que  nous  venons  de 
donner ^  que  ces  formules^  ponr  être  génàrales  et  applicable» 
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i  des  valeurs  quelconques  de  m,  doivent  être  eomçiékéeê  par 
des  formules  semblables  où  l'exposant  m  est  négatif. 

J*ai  cru  devoir  entrer  dans  ce  détail  pour  rinstroction  des 
jeunes  analystes^  et  surtout  pour  montrer  que  si  l'analyse  pa-. 
raît  quelquefois  en  défaut ,  c'est  toujours  faute  de  l'envisager 
d'une  manière  assez  étendue  et  de  la  traiter  avec  toute  I4 
généralité  dont  elle  est  susceptible.  (Voyez  le  tome  IX  des 
ifova  Acta  de  l'académie  de  Pétersbourg.) 

Nous  venons  de  développer  les  expressions 

{p±i/(p*-0}-, 

suivant  les  puissances  descendantes  de  p  ;  on  peut  de  même 
et  par  le  mQyen  de  la  même  équation  dérivée  en  y ,  les  dé- 
velopper suivant  les  puissances  ascendantes  de  p ,  ce  qui 
nous  donnera  les  formules  des  tables  (C),  (Z>),  (JE)^  (F),  et 
pourra  même  servir  à  les  compléter  pour  toutes  les  valeurs 
de  m. 

Supposons  donc  en  général 

jr=  ><  + j5p  +  Cp»  4-Z>p* -f  etc. 

Substituant  dans  la  même   équation^  et   ordonnant   suivant 
les  puissances  de  p  ^  on  aura 

^(m^B  —  \B  +  !à.ZD)p 

+  (m»C— aC  + 3. 4JS:—aC)  p*  \^^ 

-f  (m-Z?— . 3Z>  +  4. 5F  —  a. 327)  p' 

+  (m»£  —  4£:  +  5.6G— 3.4£)  p< 
etc. 

Egalant  donc  a  zéro  chacim  des  coefficiens  des  puiss^ii^ç^^ 
dep,  on  aura,  en  réduiiant^ 
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(m*—  i)^  +  î2.3Z>  =  o, 
(m»—  4)C4.3.4iE:  =  o, 
(^._9)I>  +  4.5F  =  o, 
(m*— i6)J5:  +  5.6G=o, 
etc.; 

i   Ton    tîre^   en  substituant  successivement   les    yaleurs 
:édentes^ 

^- — tm — • 

^_       yn^(m^— 4)(m*— 16)^ 
~  a. 3.4.5. 6  ' 

etc. 

iCS  coelficienf  A  et  B  étant  restés  indéterminés ,  il  fau- 
les  déterminer  par  la  nature  de  la  fonction  y.  Or  il  est 
ble  qu'on  a 

A^y  et  Bz=y', 

Faisant />=o.  Ainsi,  puisque  la  fonction^  est  égale  i 

aura  d'abord ,  en  faisant  p=o, 

^==  (  j/  - 1)-. 


i 
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Ensuite  en  faisant  p  =  o  dans  la  fonction  dérivée  y^  trouvé» 
ci'dessuS  ^  on  aura 

Substituant  donc  ces  valeurs  de  ^  et  jB  ,  on  aura  le  déy»* 
loppement  de  l'expression 

Pour  avoir  celui  de  l'expression 

il  n  y  aura  qu'à  prendre  le  radical  \/  (p*  —  i)  en  moins  ;  mais 
comme  ce  radical  neutre  plus  dans  Téquation  dérivée  en  y 
par  laquelle  nous  avons  déterminé  les  coefficiens  de  la  séhe^ 
tl  s'ensuit  qu'on  aura  la  même  série  pour  cette  dernière  ex- 
pression que  pour  la  première ,  aux  coefficiens  A  tt  B  près  ^ 
qui  pourront  être  difTérens  \  et  on  trouvera  ici  par  le  même 
procédé y  1 

^  =  (— l/— 0"  et  5  =m(— |/— i  )*-'. 

Donc^  puisque  la  somme  de  ces  deux  expressions  donne  k 
valeur  de  a  cos  mx ,  comme  on  l'a  vu  plus  haut ,  on  aura 
cette  valeur  en  substituant  dans  la  série  ^  -}-  ^p+  Cp^  -+-«*C'  » 
à  la  place  de  ^  et  ^  ^  la  somme  des  deux  valeurs  qu'on  vi^^ 
de  trouver ,  c'est-à-dire ,  en  faisant 

d'où  il  est  facile  de  voir  que  lorsque  tu  est  un  ncaoïbre  ^tier 
impair,  on  aura  -^  =  o,  B  =  dz  am,  et  lorsque  m  serapair^ 
on  aura  A  =  di2,  ^  =  o. 

Mais  pour  avoir  les  valeurs  de  A  et  B  dégagées  d'imagi-* 
naires  pour  toutes  les  valeurs  de  m ,  il  n'y  a  qu'à  employer 
la  formule  générale 


DES      r  O  N   C   T   I  O   !f   «,  iS/ 

(m*— i6)J5:  +  5.6G=o, 
etc.  ; 

d'où  Ton    tire^  en  substituant  successivement   les    yaleurs 
précédentes, 

r  -       ''^^^ 

(m^-  1)  B 

^- o— '• 

^—  a.3.4         • 

!  '^~  a.3.4.5 

'  ___       TO»  (m'— 4)  (m*—  16)  A 

•  2.3. 4.5. 6  ' 

I 

i  etc. 

[  Les  coelficient  A  et  B  étant  restés  indéterminés ,  il  fau-- 
I  dra  les  déterminer  par  la  nature  de  la  fonction  y.  Or  il  est 
I     visible  qu'on  a 

A=y  et  ^=y, 

in  faisant  ;»=o.  Ainsi,  puisque  la  fonction  j^  est  égale  i 

on  aura  d'abord  ^  en  faisant  p=o, 

^==  (  /  - 1)". 


)4o  C  A  L  C   U    I, 


nn  mx 


^  '"('"*~'<^^("^'-  '^>  p^^  etc.  I  ^  co.m 


+ 


C  m*— 1 

)'--T- 


(m*—i)(m»— 9)   ,  >  ,  . 

+  ^ ÏX4 ^P*-"«tc.^^co8(iii— 1) 

pour  le  développement  complet  de  sîn  mx,  quel  que  soit  m; 
où  Ton  voit  que  lorsque  m  est  un  nombre  entier  ^  on  a  les  for- 
mules des  tables  (Z>)  et  (F). 

n  nous  reste  à  considérer  encore  les  déyeloppemens  d§ 
cos  mx  et  sin  mx ,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  q  « 
conformément  aux  tables  (G),  (H),  (/),  (K). 

Pour  cela  nous -remarquerons  d*abord  qu'en  faisant  sin  x  =f  ^ 
on  a  cosx=]/(i — q*),  et  les  expressions  générales  de 
CQS  mx  et  sin  mx  deviennent 

a  costho;  ={v^(i— <7*)  +  9V'""*}'" 
asinmx\/—i^{\/{i—q^)+q^'^iY 

Il  ne  s'agit  donc  que  de  développer  les  formules 

en  puissances  ascendantes  de  q. 
Faisons 

% 
on  aura^  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapporta  ^> 
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(cosx+sina?  y — i)~  =  cos  inx  +  ain  mj?  V^  — ^ i , 

et  y  supposer  x  égal  à  Tangle  droit,  car  alors  cos  a;=o  et 
sin  X  =  1  ;  ainsi  en  adoptant  l'angle  droit  pour  Vunité  des 
angles,  et  prenant  le  radical  v^— i  en  +  et  en  — ,  on  aura 

(  ±:  l/— 1)"*=:  cos  nnJtsinm^— 1, 

et  les  Taleors  de  ^t^  et  B  deviendraient 

^  =  «2  cos  m,  jB=âmcos  (m— "i). 

On  aura  donc  en  général,  pour  un  nombre  quelconque  m» 


cosmx 


=  ]i--/^+        51.3.4       ^ 

..5.4.5.6 ->^+etc.jcos^ 

,  f          m(m* — 1)  ,  ,  m(m*— OCm* — û)  r         )       -,         ^ 
+rP TT^P-^        a.3.4.5     'V-etc.jcos(m-0.- 

Tel  est  le  développement  complet  de  cos  mx  en  série  as- 
cendante de  p  ou  cos  X.  On  voit  que  lorsque  m  est  un  nombre 
entier,  il  y  a  toujours  une  des  deux  séries  partielles  qui  se 
termine ,  et  que  l'autre  qui  irait  à  Tinfini ,  disparait  parce- 
qu*elle  se  trouve  toute  multipliée  par  un  coefficient  cos  m, 
ou  cos  (m — 1),  qui  devient  nul.  On  a  alors  l'une  ou  l'autre 
des  tables  (C)  et  (iE).  Mais  lorsque  m  est  une  fraction  quel- 
conque ,  les  deux  séries  vont  à  l'infini,  et  leur  réunion  est 
nécessaire  pour  avoir  la  valeur  complète  de  cos  mx ,  ce  que 
personne  ,  ce  me  semble ,  n'avait  encore  observé. 

En  prenant  les  fonctions  dérivée!,  comme  on  a  fait  plus 
kaut ,  pour  déduire  la  valeur  de  sin  mx  de  celle  de  cos  mx  ^ 
on  aura  aussi ,  à  cause  de  p'  =  —  Çj 
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1  —  2-  +  etc. , 
il  est  évident  qae  les  deux  premiers  termes  de 

(i+9|/-i-2!+etc.)- 
sont  1  -|-  TTU/lZ-^i  ;  ainsi  on  aura 

Le  déyeloppement  de 

sera  le  même  en  changeant  seulement  |/-— i  en— v^— i; 
ainsi  on  aura  relativement  à  ce  déyeloppement 

^=1  et  ^=— m^— 1. 

Donc  pour  avoir  la  somme  des  deux  développemens^  il  n'y 
aura  qu'à  prendre  pour  A  et  pour  B  Ta  somme  des  deux  va- 
leurs correspondantes  y  ce  qui  donne  ^= â ,  j?  r=  o. 

Et  pour  avoir  la  différence  des  mêmes  développeméns^  on 
prendra  la  différence  des  valeurs  correspondantes  de  A  ttB, 
ce  qui  donnera 

A=:o,       Bzzn  2m  1/ —  1 . 

Faisant  ces  substitutions,  on  aura  donc,  en  divisant  pirs 
et  par  a  v^—  i , 

.în^^  — ,n/w      m(m»~i)    ,    ,   mÇm'^OCm'--^)^     _,^ 


BBS      yONCtIOMS.  1^1 

t'=m{|/(i-i7*)+7i/-i}'^'X  {-p(î!:^+ V-'} 

_  t»t/— I X  c^(i— <r) + g  t^— O" 

DiriMiit  cette  équation  par  l'équation  primitive,  on  a 

*' mV — I 

..  .  .  I 

moltipliaxit  en  croix  et  quarrant ,  on  aura 

Prenant  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  et  divisant  par  ^ ^ 
on  obtiendra  cette  équation  du  second  ordre  en  2> 


i    ' 


m*z  —  qr!  —  (<jf*-^i)  s  =  o, 

qui  est  ^  comme  Ton  voit  ^  entièrement  semblable  à  l'équa- 
tion enjf  etp  trouvée  plus  haut. 

Ainsi^  en  supposant 

«  =  u^4-i5qr  +  C^*  +  Z>9' +  etc  / 

on  trouvera  les  mêmes  valeurs  des  coeiHciens  ;  mais  comme 
les  deux  premiers  j4etB  demeurent  indéterminés ,  ils  pour- 
ront être  differens  à  raison  de  la  diversité  des  fonctions  jf  et  z 
en  p  et  en  q. 

Pour  trouver  ici  ces  deux  coefEciens ,  ce  qu'il  y  a  de  plus 
•impie,  c'est  de  chercher  par  le  développement  actuel  les 
deux  premiers  termes  de  la  série.  Or  ,  puisque  |/(i — q^) 
donne 
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pote  p  Tzcy  -f"  ""  >  *Ue8  se  réduisent  à  cette  forme  snilple 

a  coa  ia?i=  y  -f-  -  . 

y 

a  C08  2 Jî  =  y*  H — - , 

a  ces  5a;=y  +  ~, 

a  CCS  4x=y  +  çj, 
etc.  ; 
d*où  il  est  facile  de  conclure  en  général 

aco8  7iia;=jr"»4.— • 

Pour  se  convaincre  d'une  manière  plus  directe  de  la  gé-> 
néralité  de  cette  formule ,  il  suffit  de  considérer  que  si  dani 
Téquation 

a  cos  X  ces  mx  =:  cos  (in—  i)  a;  +  cos  (m -f-  *)  a:, 
on  fait 

acosa:=j'  +  -, 

et  qu*on  suppose  que  deux  termes  consécutifs  a  cos  (m^^i)j?> 
et  a  cos  mx  soient  de  la  forme 

elle  donnera 
a  cos(m+i)x=(jy  +i)  (y"* +5?^^)  ""  0^' +5?="') 

Ainsi 
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L  Ainsi,  pourvu  que  les  deux  premier»    terme     2  cos  ûx 

'icMj  soient  de  U  forme  v"-! — -,  enfaisant 

M  (joi  est  en    elFet ,  tous  les  autres  seront  née  .  dq 

la  mèoïc  forme. 

r  Maintenant  les  deux  équations 

I  acosx=y-i--     et     a  cos  mx^y'^ 

douent   ces  deux-ci  : 

y*  —  îy  cosx  +  1  =0,^""  —  Ey^cos™  :c  +  lr=o 

qni  doivent  donc  avoir  lieu  en  même  tems  ;  parconséquent 
il  faut  qu'elles  aient  une  racine  commune. 

Ce  dernier  théorème  a  été  donné  par  Moivre ,  sans  démons- 
tration dans  les  Transactions  philosophiques  de  1722,  année 
où  a  paru  VHarmonia  mensurarum  de  Cotes  qui  était  mort 
iix  ans  auparavant. 

Soit  maintenant  a  la  racine  commune  à  ces  deux  équa- 
tions ;  comme  elles  demeurent  les  luémes  eu  y  changeant _y  en 

-,  il  s'ensuit  que  -  sera  encore  ime  racine  commune  aux  mêmes 

tquations  ;  mais  l'équation  ^*  —  a  coa  x  +  1  r=  o   n'étant  que 

du  second  degré ,  ne  peut  avoir  que  les  deux  racines  o  et  -  ; 

oonc  cette  équation  a  toutes  ses  racines  communes  avec 
y»  _  ay~  cos  TFiar  +1=01  par  conséquent  elle  est  néce»- 
j  uiemeiit  ou  diviseur  de  celle-ci. 

Soit 
I  mx  =  tp ,  donc  x  =  — : 

1  u  sait  de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  que  la  fûrmul* 
y"'  —  a  y"  cos  Ç  +  1 
pour  diviseur  celle-ci 

y'— ayco»' —  +  i; 
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m  étant  un  Bombre  quelconque  entier* 

Or  si  ç  est  la  circonférence  ou  l'aigle  do  qnalrt 
on  sait  que  ces  9 = cos  (f  4"»^0  »  ^  étant  un  nombre 
«ntier  ;  ainsi  en  mettant  ^  -f-  ne  à  la  place  de  f ,  et 
successivement  n  =  o,  1  >  ^*  ®tc.  m  —  1 ,  on  en conchini 

la  formule 

y^  -,-  ay»  eos  ç  -|-  1 

a  pour  diviseur  les  m  formules  suivantes  : 

y—^coi^y+i 


y^acos(±  +  ±)y+t 

y^aCOs(^  +  ^)    J.+  I 

y.^acos(l^  +  |)   y+i 


etc. 


y.«..cos(^-+-^c^:y+i. 

De  sorte  que  comme  ces  diviseurs  sont  tous  différens  entr'euB 
et  qu'iU  sont  au  nombre  de  irt,  la  formule  en  question  du 
am^'  degré ,  ne  peut  être  que  le  produit  de  ces  m  formules 
du  second  degré. 

Le  théorème  de  Cotes  nest,  comme  Ton  sait^  qu'un  cas 
particulier  de  ce  théorème    général ,  lorsqu'on  y  fait  ^=0 


c 


ou  ^  =  -  y  ce  qui  donne  cos  9  =^  db  1 ,  et  réduit  la  formule 


a 


générale  à . 

(y^  ±  1  y. 

Le  théorème  général  est  dû  à  Moivre ,  comme  en  le  voit 
par  ces  Miscellanea  analytica. 
Jusqu'ici  nous  avons  développé  les  cosinus  et  le«  smus  dss 


BESFONCTIONi;  1^7 

U^e#  fimltiples  en  puiftsances  des  cosinus  ou  des  »nu8  de 
twD^  sim^ê.  On  petit  chercher  réciproquement  à  développar 
kt  pniasances  des  cosinus  ou  sinus  de  Tangle  simple  en  cosinus 
OR  iimu  des  an^es  multiples ,  et  cette  transformation^  qni  est 
tonfonrs  possible ,  est  un  des  plus  grandsf  avantages  d«  l'ai- 
|orithme  des  sinus  et  cosinus ,  par  la  facilité  qu'elle  donno 
de  passer  des  fonctions  primitives  aux  fonctions  dérivées ,  et 
de  revenir  de  celles-ci  aux  primitives. 

Nous  pourrions  la  déduire  des  formules  trouvées  ci-dessus; 
nais  nous  aimons  mieux  la  chercher  directement  par  le  moyen 
des  fonctions  dérivées ,  pour  donner  un  nouvel  exemple  d% 
Itur  usage  dans  la  transformation  des  fonctions. 

Considérons  la  puissance  cos*"  x^  et  supposons  cette  fonction 
de  X  égale  ky,  nous  aurons  ainsi 

^  =  coi"»a:, 
et  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  x ,  il  viendra 

y  = —  m  cos"*^*  X  sin  a?; 
cette  équation^  divisée  par  la  précédente^  donna 


£=_ 


m  sm  X 

_  • 


y  cosa? 

*d'où  Ton  tire  en  réduisant 

my  sin  x  -j-y  cos  x  =  o, 

équation  dérivée    du  premier    ordre ,   qui    a  l'avantage    de 
ne  plus  contenir  la  puissance  indéterminée  de  cos  x. 

Supposons  maintenant ,  en  général, 

y=.A  cos  nX'\-  B  cos  (71— i)x  +  C  cos  (  71  •—  a  )  x 

4-  D  cos  (  71  —  3  )  X  +  etc.  ; 

a 
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les  coeffident  AyB^  C,  etc.  étant  indétemiiaés  aim 
n.  L'équation  précédente  deviendra  par  cette  mibstitiitioi 

m{u^co8iu:+' Jco8(ii— i)a:+Cco8(n— a)  x  +  etc/ 
'•[''-'«iniu?-f-(/i— i)^8in(ii— i)a>f-(/i — ^a)C8in(/i^— a)a:-|-etc 


aayoir,  en   développant  les   produits  des  sinus    et  coi 
et  ordonnant  les  termes  suivant  les  sinus  multiples  : 

•f-  []7ïiu<— ii^]8in(n-}- 1  )a; 

•f-  [mB — (ïi —  1  )  B']sm  nx 

-|-  [mC — mA — (n — a)  C— n-/flsin(f^— i)x 

4-[mZ>— miî— (/i— 3)D— (n— i)iB]sin  (n— fl)a: 

-|-[m£:— mC— (71— ^f:— (n— fl)  C]sin  (n— 3)a: , 

•+etc. 

Égalant  donc  à  zéro  chacun  de  coelficiens  de  ces  difl 
termes,  on  aura 

(m— ii)-rf  =  o, 

(m— 7i  +  i)^  =  o, 

(m  — ii  +  a)C  —  (m  +  ii)^=:o, 

(tïi— .n+3)D  — (m  +  n  — i)i?  =  o, 

(m  — 114.4)  ^£—.(711  +  1»  —  a)  C=:o, 

etc. 

La  première  donne  d'abord  71  =  m,  et  substituant  c 
valeur,  les  autres  deviennent 

B  =  o 

flC  —  am  A:=.o 
5D  —  (am—  1)  ^  =z=  o 

4JE  — (27n_a)  C  =  o, 

etc. 
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Ainsi  le  premier  coeiEcient  A  demeure  indéterminé  ;  ensuite 

a 

B  =  o 


r 


â 

m 

*  ^        am  —  1   _ 


etc.  : 


ione 


te 

Eosuite  y 


JÎ=o,  Drrro,  F=  o,  etc. 

^       m  (m — i)  (m— a)  ^ 

etc. 
On  a  donc  en  général  ^  quel  que  soit  l'exposant  m  ^ 

k  cos^xzrzy^/  cos7?M:+mcos(m-fi)xH ^ ^cos(7?i-4)^+c*c .  > 

\    *  Il  reste  à  déterminer  le  coelficient  A  ;  pour  cela  suppo- 
sant x=o,  on  obtient 

,-^vS._i ^m{m^\)   ,  m(m—0(m— a)  > 

I      ^-^^1  +  '^  + 5 + ^73 +etc.J 

=  ^0 +  !)«=;=  a«.^; 

f  où  Ton  tke 
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Doac  enfin  y  en  multipliant  toute  Féquation  par  a"*,  en' 


aura 

(acoar)"'=co«mjp+mcos(7?i — ^fl)arH — ^ H:oB(nir-jÇ)X'\-ttc.i 

sirie  fort  simple  qui  se  termine  toujours  comme  celle  du  bn 
nome^  lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif. 

On  peut  déduire  de  cette  formule  un  pareil  déyeloppement 
pour  sin*^  x,  en  changeant  simplement  x  en  i— -x>  Faaglt 
droit  étant  pris  pour  Tunité  des  angles. 

Ainsi  on  aura  de  même 

(2sina:)'"=cosm(i  — x)  +mcos  (m— a)  (i-^— x) 

-} — -^_- ^cos  (m — 4)  (ji — x)+  etc. 

Nous  yenons  de  donner  une  théorie  complète  des  sectioiif 
angulaires,  et  nous  ayons  en  même  temps  montré  par  diffe* 
rens  exemples^  combien  l'algorithme  des  fonctions* dérivées 
est  utile  pour  la  transformation  des  fonctions ,  en  faisant  dif- 
parsutre  des  équations  les  puissances  et  les  radicaux  qui  rendent 
les  déyeloppemens  difficiles  et  font  perdre  la  loi  et  la  dé- 
pendance mutuelle  des  termes. 

On  yoit  que  tout  se  réduit  à  former  d'abord  des  équations 
dériyées  d'après  Téquation  ou  les  équations  primitiyes  don- 
nées^ et  à  déduire  ensuite  de  ces  équations  dériyées  d'autres 
équations  primitiyes  ^  qui  seront  les  transformées  des  pre- 
tnières.  Il  est  donc  important  de  bien  connaître  la  théorie  ds 
ces  équations^  et  de  se  rendre  familiers  les  différées  arti-^ 
fices  qui  peuyent  en  faciliter  le  calcul. 

Commençons  par  exposer  les  principes  généraux  de  cetts 
théorie. 
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théorie  générale  des  équations  dérivées ,  et  des 

constantes  arbitraires. 

W  OU8  avons  déjà  démontré  que  toute  équation  entre  deux 
variables  y  par  laquelle  Tune  de  ces  variables  est  fonction 
de  l'autre  ^  subsiste  également  en  prenant  les  fonctions  dé- 
rivées, premières^  secondes,  etc ,  de  chaque  tmrme  de  l'équa^ 
tion  par  rapport  à  lune  de  ces  variables. 

Ces  équations  dérivées  ayant  lieu  en  même  temps  que 
Téquation  primitive ,  il  s'ensuit  qu'une  combinaison  quelconque 
de  ces  difFérenteâ  équations  aura  lieu  aussi.  Donc,  comme 
les  constantes  qui  entrent  dans  une  fonction ,  restent  les  même! 
dans  ses  fonctions  dérivées,  on  pourra  toujours,  par  le  moyen 
des  équations  dérivées ,  éliminer  autant  de  constantes  de  l'é- 
quation primitive  qu'on  aura  d'équations  dérivées  ;  l'équation 
résultante  de  cette  élimination  sera  une  équation  du  même 
ordre  que  la  plus  haute  des  équations  dérivées ,  laquelle 
lera  vraie  en  même  temps  que  l'équation  primitive  et  pourra 
par  conséquent  en  tenir  lieu  ;  elle  renfermera  autant  de  cons* 
tantes  de  moins  que  l'exposant  de  son  ordre  contiendra  d'unités* 

Ainsi  l'équation  primitive  ,  combinée  avec  son  équation 
dérivée  ou  prime,  pourra  donner  une  équation  du  premier 
ordre  contenant  une  constante  de  moins  que  l'équation 
primitive. 

L'équation  primitive  combinée  avec  les  équations  dérivées , 
prime  et  seconde,  donnera  une  équation  du  second  ordre 
coitenant  deux  constantes  de  moins  que  l'équation  primitive, 
tt  ainsi  de  suite. 

4 
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On  ne  peut  parvenir  que  d*une  seule  manière  i  réqaatkm 
du  premier  ordre  qui  résulte  de  l'équation  primitive  et  à» 
son  équation  dérivée  par  rélimination  d'une  constante  donnée; 
mais  on  peut  parvenir  de  deux  manières  différentes  à 
l'équation  du  second  ordre  déduite  de  la  primitive  et  de 
ses  deux  premières  dérivées  par  Télimination  de  deux  cons- 
tantes données  ;  et  ce  double  point  de  vue  donne  lieu  à  des 
conséquences  importante9  relatives  à  ce  genre  d'équations. 

Au  lieu  d'éliminer  à-la-fois  les  deux  eonstantes  par  le 
moyen  des  trois  équations  dont  il  s'agit ,  on  peut  n'éliminer 
d'abord  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  constantes^  à  l'aide  de 
l'équation  primitive  ,  et  de  sa  dérivée  ;  on  aura  ainsi  deux 
équations  différentes  du  premier  ordre  ,  dont  l'une  ne  con- 
tiendra que  l'une  des  deux  constantes  ,  et  dont  l'autre  ne 
contiendra  que  l'autre  constante.  Maintenant^  en  combinant 
chacune  de  ces  équations  avec  sa  dérivée^  on  pourra  aussi 
en  éliminer  la  constante  qui  y  était  restée ,  et  on  aura  deux 
équations  du  second  ordre  sans  les  deux  constantes ,  lesquelles 
devront  être  équivalentes  entr'çlles  et  avec  l'équation  qui 
résulte  de  l'élimination  simultanée  des  deux  constantes. 

En  effets  chacune  de  ces  équations  donnera  la  valeur  de 
la  fonction  seconde  de  la  variable  qu'on  regarde  comme 
fonction  de  l'autre ,  valeur  qui  sera  exprimée  par  la  fonction 
prime  de  la  même  variable ,  et  par  les  deux  variables  mêmes 
sans  les  deux  constantes  qui  entraient  dans  l'équation  pri* 
mitive  ;  et  il  est  facile  de  se  convaincre  que  cette  valeur 
est  unique  et  déterminée^  de  quelque  manière  qu'on  y  par* 
vienne  ,  puisque  les  fonctions  dérivées  d'une  fonction  donnée 
éoit  explicite  ou  non ,  sont  uniques  et  déterminées  ,  et  que 
les  résultats  de  l'élimination  sont  aussi  toujours  déterminés. 

On  doit  conclure  de-là  qu'une  équation  du  second  ordre 
peut  être  dérivée  de  deux  équations  différentes  du  premier 
ordre ,  renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  de  plus , 
«t  que  ces   équations  seront  parconséquent   deux  équations 
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primitives  de  la  même  équation  du  second  ordre  ,  mais 
primitives  du  premier  ordre ,  pour  les  distinguer  de  Téquation 
primitive  absolue  d*où  celles-ci  sont  censées  dérivées. 

«Enfin  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieurs 
au  secend^  le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  sur 
celles  de  cet  ordre  ^  et  on  en  conclura  de  la  même  manière 
qu'une  équation  d;u  troisième  ordre  peut  être  dérivée  de 
trois  équations  différentes  du  second  ordre  ^  et  qu'alors  elle 
peut  avoir  trois  équations  primitives  de  cet  ordre  ;  et  ainsi 
de  suite. 

Nous  allons  éclaircir  et  confirmer  cette  théorie  générale 
par  quelques  exemples. 

Soit  l'équation  de  premier  degré 

,  y  +  ax  +  b=o, 

en  regardant  y  comme  fonction    de   x  et   en  prenant  les 
fonctions  dérivées^  on  aura 


.  y  +  û= 


o. 


En  éliminant  a  au  moyen  de  ces  deux  équations ,  on  obtiendra 
l'équation  du  premier  ordre 

y  —  xy  +bz=zo 

dont  l'équation  primitive  sera 

^-f-ar  +  6=o, 

«  étant  la  constante  arbitraire. 

•  Si  la  constante  b  dépendait  de  la  constante  a^  par  exemple  si^ 

alors  en  éliminant  a,  c'est-à-dire ,  en  substituant  — y  pour  a^ 

en  aurait  1*  équation  du  premier  ordre 

f 
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et  réquation  primitiye  de  celle-ci  serait 

a  étaiit  la  constante  arbitraire. 
Supposons 

en  aura  Féqualion  du  premier  ordre 

dont  Téquation  primitiye  sera 

jr  +  ox  +  cv/ (!+«•)* 

où  a  est  la  constante  arbitraire. 
Soit  encore  l'équation 

ea  dérivée  sera 

X  —  ay'  =  G , 

équation  du  premier  ordre  dont  la  proposée  est  Féquatii» 
primitive ,  et  où  6  sera  la  constante  arbitraire. 

Mais  si  Ton  veut  que  la  constante  arbitraire  soit  a^  alors 
SI  faudra  éliminer  a-,  or  Téquatîon  dérivée  donne 

X 

y 

donc  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée ,  eOe  donnen 


y     y 

ou  bien 


/* o. 


(«»  — 6)y»  — axx/^«»=o. 
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d'rà  Yon  tire 

équation  du  premier  ordre  dont  la  primîtiye  sera 

a:*—  aay  —  a*— i  =  o, 
n  étant  la  constante  arbitraire. 

Si  on  voulait  éliminer  à-b-foif  o  et  i,  il  fiiudrait  em^, 
ployer  les  fonctions  secondes.  Ainsi  j  puis({a'ona  déjà  trouvé 
l'équation  du  premier  ordre 

a;  —  ay'=:  o 

où  i  ne  se  trouve  plus,  il  n'y  aura  qn*i  former  Féq^tioa 
dérivée  de  ceUe-ci»  laquelle  sera 

d'oà  l'on  tire 

y 

tt  cette  valeur  substituée  dans  la  précédente ,  donnera 
X— -^=0,  ou  xf—y'zzzo, 

é({iiation  du  second  ordre  dont  Téquation 

jc*  —  aay  —  a*  — 6=  o, 

<era  la  primitive  absolue  ^  a  et  6  étant  les  deux  constantei 
arbitraires. 

On  parviendrait  à  la  même  équation  en  faisant  disparaître 
4  de  l'équation  du  premier  ordre 

^ouyée  plus  haut  ;  car  en  prenant  les  fonctions  dériyéee  ; 
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on  aura 

en  éliminant  6  au  moyen  de  la  précédente,  il  viendra 

«ajoir,  comme  on  l'a  yu  plus  haut^ 

-2-J:  — .  1  r=z  o,  ou  y"x  —  /  =  o. 
y  >      J  J 

On  voit  aussi  que  cette  même  équation  du  second  ordro 
a  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  ^  savoir  : 

X  —  ay'  =oety  ^Z"  (  x*  +y*-»6)  —J'y'  —  a:  =  o, 

où  a  et  6  sont  les  deux  constantes  arbitraires;  et  ces  deux-ci ^ 
par  r élimination  de  la  fonction  dérivée  j^',  donneront  l'équation 
primitive  absolue  entre  x  et  jr^ 

a  ^        %  a  , 

savoir, 

1/  (a:*+j^*  —  6)  — j^  — û=:o, 

et  en  faisant  disparaître  le  radical 

od^  —  2ay  —  a*  —  6  =  o , 

qui  est  la  même  dont  nous  sommes  partis. 

En  éliminant  ainsi  les  constantes  qu'on  veut  faire  disparmtre> 
on  tombe  souvent,  comme  on  le  voit,  dans  des  équation* 
où  la  plus  haute  fonction  dérivée  est  élevée  à  des  puissances  '% 
et  ce  n'est  que  par  la  résolution  qu'on  peut  avoir  la  valeu^^ 
de  cette  fonction  des  variables  et  des  fonctions  dérivées  d'u^ 
ordre  moindre. 
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On  peut  cependant  parvenir  directement  à  une  équation 
dérivée  où  la  plus  haute  fonction  dérivée  ne  se  trouve  qu'au 
Dremier  degré  ;  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  préparer  l'équation. 
>rimitivey  de  manière  que  la  constante  arbitraire  qu'on  veut 
aire  disparaître  s'en  aille  d'elle-même  en  prenant  la  fonction 
lérivée  de  chacun  de  ses  termes  -,  ce  qui  arrive  lorsque  cetto 
:onstante  est  dégagée  des  variables^  et  forme  elle  seule  un 
îes  termes  de  l'équation  ;  car  alors  la  fonction  dérivée  do 
:e  terme  étant  nulle  ,  l'équation  dérivée  se  trouvera  natu- 
'ellement  délivrée  de  la  constante  ^  et  la  plus  haute  fonction 
lérivée  j  sera  nécessairement  à  la  première  dimension  ;  car, 
:omme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  VI ,  en  prenant  la  fonction 
dérivée  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  ,  chaque  variable 
ae  peut  donner  que  des  termes  multipliés  par  la  fonction 
dérivée  de  la  même  variable. 

Or  il  est  évident  que  cette  préparation  ne  demande  qua 
de  résoudre  l'équation  primitive  ,  en  regardant  la  constanto 
qu'on  veut  éliminer  comme  l'inconnue  de  l'équation.  Ainsi 
on  peut  obtenir  par  ce  moyen  le  même  résultat  qu'on  aurait 
par  la  résolution  de  l'équation  dérivée  ,  par  rapport  à  I9, 
plus  haute  fonction  dérivée. 

Dans  le  second  exemple  où   l'équation  primitive   était 

nous  avons  trouvé  l'équation  dérivée 

y—^'+y^  —  o, 

laquelle  donne  ^  par  la  résolution^ 

ay  =:x  4-  v/  (  a:*  —  4y  ). 

Mais  si  nous  avions  d'abord  résolu  l'équation  par  rapport  & 
a  constante  a,  nous  eussions  eu 

fla  =  — a:+  l/(^  —  ^), 
a  dérivée  serait 
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«avoir  »  en  multipliant  par  |/  (  Jc*  -—  4y  )  » 

X— ay  — 1/(0:»  — ^)  =  o,  \ 

équation  qui  coïncide  avec  la  précédente ,  à  cause  de  fam-    - 
biguité  du  signe  du  radical. 

On  peut  de  la  même  manière  faire  disparaître  successive- 
ment plusieurs  constantes  en  préparant  toujours  Téquation, 
ensorte  que  la  constante  à  éliminer  soit  dégagée  des  variables. 

Àiask  réquatbn  primitive 

x^  —  aay  —  a*  —  i  =  o , 

contenant  la  constante  b  isolée  dans  un  seul  terme ,  donne 
tout  de  suite  Téquation  du  premier  ordre  sans  b, 

X'^ay'-=-  o; 

oc 
ensuite  en  dégageairt  a^  on  a  a  =--7  ;   prenant  la  fonctioa 

dérivée  de  chacun  des  deux  membres ,  on  obtient 

1         xy* 

y    y     • 

équation  qui^  multipHée  par^^^  devient 

y  —  xy"  =  o , 
comme  plus  haut. 

£n  commençant  l'élimination  par  la  constante  a ,  nous  avions 
trouvé  réquation  da premier  ordre, 

y      y 

comme  la  constante  b  y  est  dégagée  des  variables ,  il  n'y  a 
qu'à  prendre  la  fonction  dérivée  de  chaque  terme  pour  avoir 
tout  de  suite  l'équalion  du  second  ordre  sans  a  m  b. 
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I  amti 

}  équation  se  réduit  à  cette  forme , 

me  le  facteur  •^7+7^;'^®  renferme  que  la  fbnolîoii 
Y  ,  il  ne  peut  donner  une  équation  du  second  ordre  ; 
est  l'autre  facteur  ^-  -*-  1  qu'il  faut  employer ,   et 

^- —  1  =  o,  sayoir ,  xy'' — y  =  o, 

ci-dessus. 

!  yerroBs  plus  bas^  lorsqu'il  sera  question  des  équations 
^es  singulières ,  l'usage  du  premier  facteur. 

eu  d'exemples  que  j'ai  choisis  parmi  les  plus  simples^' 
Dur  montrer  comment  les  équations  dérivées  se  forment 
lations  primitives  ,  par  l'évanouissement  des  constantes, 
t  que\  pour  une  équation  primitive  donnée  ,  il  est 
8  possible  de  trouver  une  équation  dérivée  qui  ren— 
autant  de  constantes  de  moins  qu'il  y  aura  d'unitéa 
)rdre  de  cette  équation,  et  que  de  quelque  manièro 
)arvienne  à  cette  équation  ,  et  sous  quelque  formo 
se  présente  ,  elle  sera  toujours  essentiellement  la 
Ainsi  le  problême  de  trouver  l'équation  dérivée  d*und 
re  donnée ,  est  résolu  dans  toute  sa  généralité.  Nous 
onsidérer  maintenant  le  problême  inverse ,  qui  consista 
nter  des  équations  dérivées  aux  primitives. 
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Puisque  dans  les  équations  à  deux  variables,  une  éqiiatK)B 
du  premier  ordre  peut  renfermer  une  constante  de  moins 
que  réquation  primitive  ,  une  équation  du  second  ordre  peut 
renfermer  deux  constantes  de  moins  que  Féquation  pri-« 
mitive ,  et  ainsi  de  suite  ,  il  s'ensuit  réciproquement  que 
réquation  primitive  peut  contenir  une  constante  de  plus  qu'un 
équation  du  premier  ordre,  deux  constantes  de  plus  qu'une 
équation  du  second  ordre ,  et  ainsi  de  suite ,  constantes  qui 
seront  parconséquent  arbitraires  :  et  on  voit  en  même  temps 
qu'elles  ne  sauraient  en  contenir  davantage ,  puisqu'on  nu 
pourrait  les  faire  disparaître  toutes  par  le  moyen  des  éqaa-* 
tions  dérivées. 

Cette  proposition  étant  d'une  grande  importance  dans  là 
théorie  des  fonctions  dérivées  ,  et  n'ayant  pas  encore  été 
démontrée  d'une  manière  tout-à-fait  rigoureuse,  nous  croyons 
devoir  en  donner  une  démonstration  directe,  tirée  de  l'expres- 
sion générale  de  la  fonction  primitive.  ^ 

Si  y  est  une  fonction  quelconque  de  x ,.  et  qu'on  dénote 
V^^y^ > y°' 9  y^*^ i  y^"  etc.  les  valeurs  dey  et  de  ses  fonctions  dé- 
rivées y  ,  y  >  y  etc.  qui  répondent  à  a:  =  o  ,  et  qui 
sont  parconséquent  constantes  \  on  aura ,  par  ce  que  nou# 
avons  démontré  à  la  fin  de  la  leçon  IX , 


X 


A 


a^ 


et  si  on  veut  arrêter  1^  série  au  terme  /i'"** ,  alors  on  aura 
les  limites  du  reste ,  en  substituant  dans  le  terme  suivant 

y  («) z 

*  «SaO.    •    .   •rl> 

à  la  place  de  y<^^  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeuf 
de  y^")  depuis  or  =  o  jusqu'à  la  grandeur  qu'où  veut  attri- 
buer à  X, 

Maintenant 
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tenant  si  k  valeur  de  y  est  donnée  par  une  équation 
cla  premier  ordre  ,  entre  x  ^  y  et  )/  ^  on  aiira  par  cette 
épiatîoA  la  valeur  de  /  en  a?  et  ^ ,  et  de  li  on  trouvera  ^ 
eo  '^nant  1^  fonctions  dérivées^  une  équatioù  du  second 
ordre  en  x  ^yy  y  et  y  ^  ensuite  une  équation  du  troisième 
otdre  entre  x  ,  y  >  y  >  y^  ^^  ^  i  **  *î°sî  d®  *^îte  \  de  sorte 
qa'en  Biibstituac^  successivenient  dans  ces  équations  les  valeurs 
dey,  y  y  y  etc.  données  par  les  équations  précédentes, 
on  aura',  en  détniète  analyse,  les  valeurs  de  y,y\  y ,  etc. 
eiçriméet  en  x  et-j.  Or  en  faisant  x=±o ,  les  quantités 
y, y'  9  y^  etc.  se  changeront  en  y"" ,y  ,  y  etc.  ;  ainsi  on 
anra  les  valeurs  de  y^,  y"  etc. ,  exprimée»  en  y  qui  de* 
Oieutera  indéterminéei 

De  même,-  si  on  n'a  poiir  la  détermination  de  y  ^  qu'une 
équation  du  second  orSi-e  entre  x,  y ,  y  et  y^\  on  en  tirera 
successivement  des  équations  des  ordres  supérieurs  entre  x, 
y^y^  y  >  y^,  entre  x^  y)  /,  y,  y,  y,  et  ainsi  de 
suite,- et  par  les  substitutions  successives  des  valeurs  dé 
/,  y  y  etc. ,  données  par  les  équations  précédentes ,  on  atira 
en  dernière  analyse,  y,  y,  etc.  y  données  en  x ,  y  ety ^ 
de  sorte  qu'en  faisant  a:  =  o ,  on  aura  les  valeurs  de  y*'^ 
y  etc.,  exprimées  en  y*  et  y^  y  ces  deux  quantités  detheurant 
indéterminées  ;    et  ainsi  de  suite. 

Donc  enfin ,  faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  gé^ 
nérâle  de  jr  en  a:,  il  est  clair  qu'il  restera  dans  cette  ex- 
pression tme  indéterifiinée  constante  y"^ ,  lorsque  la  fonction 
y  sera  donnée  par  une  équation  du  premier  ordre  ^  qu'il  y 
testera  deux  constantes  indéterminées  y^  et  y""' ,  lorsque  y 
ne  sera  donnée  que  par  une  équation  du  second  ordre  , 
qu'il  y  en  restera  trois ,  savoir ,  y,  y^  et  y,  lorsque  y 
sera  donnée  par  une  équation  du  premier  ordre  ;  et  ainsi 
de  suite. 

Donc,  en  général,  l'expression  dej^  en  rc ,  renfermera autarii 
de  constantes  indéterminées  qu'il  '  y  aura  d'unités  dan» 
l'exposant  de  l'ordre  de  l'équation  qui  détermine  la  fonction^; 

L 
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et  quoique  cette  conclusion  soit  fondée  ici  sur  la  théorie  dsi 
séries  ,  il  n* est  pas  difficile  de  se  convaincre  qu'eUe  doîC 
avoir  lieu  généralement ,  quelle  que  soit  l'expression  de  y, 
puisqu'on  peut  toujoui^s  regarder  une  expression  en  série  ^ 
comme  le  développement  d'une  expression  finie. 

Dans  l'analyse  précédente ,  on  voit  que  les  constantes  ar- 
bitraires sont  toujours  les  valeurs  de  y,  y ,  y,  etc. ,  qm 
répondent  à  x=  o>  au  lieu  qu'en  envisageant ,  comme  nous 
l'avons  fait  plus  hautj  les  équations  dérivées  comme  le  résultat 
dç  rélimination  des  constantes ,  ces  constantes  peuvent  être 
quelconques;  mais  il  est  toujours  facile  de  les  réduire  les 
unes  aux  autres  ;  car  quelles  que  soient  les  constantes  qui 
entrent  dans  l'expression  de  j^,  si  on  déduit  de  cette  expression 
celles  dey^  y",  etc.,  et  qu'ensuite  on  fasse  x^sco,  ce  qui 
changera  les  valeurs  de  j,y,  y,  etc.  eny^y^,  y* ,  etc.,  on 
pourra  toujours,  en  prenant  autant  de  ces  valeurs  qu'il  y  a  de 
constantes  arbitraires,  déterminer  celles-ci  cnj^,  Y^^y*  ^^*f 
et  les  substituer  ensuite  dans  l'expression  générale  de^. 

Or  quelle  que  puisse  être  la  forme  de  cette  expression  om 
de  l'équation  d'où  elle  dépend  >  à  raison  des  difiPérentes  cons- 
tantes qui  y  seront  contenues^  il  est  visible  que  lorsque  ces 
constantes  seront  réduites  aux  valeurs  de  y,  y',  y^,  etc.,  cette 
forme  deviendra  nécessairement  la  même  pour  la  mêuM  éqaa* 
tion  dérivée. 

On  peut  donc  conclure ,  en  général ,.  que  Â  l'on  a  une 
équation  dérivée  d'un  ordre  quelconque,  et  que  l'ontroure 
de  quelque  manière  que  ce  soit  une  équation  entre  les  mêmes 
variables  qui  y  satisfasse,  et  qui  renferme  autant  de  cons* 
tantes  arbitraires  qu'il  y  aura  d'unités  dans  l'exposant  de  l'ordre 
de  l'équation  dérivée ,  cette  équation  sera  l'équation  primitive 
de  la  proposée ,  avec  toute  la  généralité  dont  elle  est  susoep^ 
tible  \  de  sorte  qu'elle  renfermera  nécessairement  toute  autre 
équation  qui  pourrait  aussi  saâsfaire  à  la  même  équatioa 
avec  autant  de  constantes  arbitraires. 

On   voit  par -là  que  les  constantes  arbitraires  fooneat 
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proprement  la  liaison  entre  les  équations  primitives  et  les 
équations  dérivées  ;  celles-ci  sont  par  leur  nature  plus  générales 
qttt  les  équations  d*où  elles  dérivent,  à  raison  des  constantes 
qui  ont  disparu  ou  qui  peuvent  avoir  disparu  ;  elles  équivalent 
donc  a  toutes  les  équations  primitives  y  et  qui  ne  différeraient 
«itr'elles  que  par  la  valeur  de  ces  constantes. 

On  pourra  donc  toujours  passer  d'une  équation  primitive 
i  une  de  ses  dérivées  d*un  ordre  quelconque ,  et  revenir 
ensuite  de  celle-ci  à  une  nouvelle  équation  primitive ,  pourvu 
qae  cette  dernière  opération  y  introduise  le  nombre  requis 
de  constantes  arbitraires.  Alors  cette  dernière  équation  ren- 
fermera la  première  et  lui  deviendra  équivalente ,  en  dé- 
terminant convenablement  ses  constantes  arbitraires.  C'est  ainsi 
qa*en  en  a  usé  danslaTeçon  précédente  \  pour  la  transformation 
des  fonctions  angulaires. 

Concune  nous  avons  vu  qu'une  équation  du  second  ordre 
peut  provenir  de  deux  équations  différentes  du  premier  ordre , 
renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  ;  qu'une  équation 
da  troisième  ordre  peut  être  dérivée  de  même  de  trois  équa- 
tions différentes  du  second  y  et  ainsi  de  suite ,  il  est  naturel 
d'en  conclure  aussi  réciproquement  que  toute  équation  du 
second  ordre  aura  deux  équations  primitives  du  premier, 
ordre,  chacune  avec  une  constante  arbitraire  ;  que  toute 
équation  du  troisième  ordre  aura  trois  équations  primitives 
da  second  ordre  ,  ayant  chacune  une  constante  arbitraire  ; 
et  ainsi  de  suite.  Mais  nous  pouvons  démontrer  aussi  cette 
proposition  d'une  manière  directe ,  par  une  analyse  semblable 
i  celle  que  nous  avons  employée  ci-dessus  ^ 

Considérons   la   formule  générale  du  développement   des 
fonctions. 

/<  ac  +  »  )  =  A  +  if^  +  ?/'*  +  etc. 


Faisons  y  =yx  et  i  =  —  x,  oo  £ 


ura 
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fx  z:=:y,fx  =y ,  fx=y%  etc.  ; 

et  /  (  X  4"  0  deviendra  /"  (  jc  —  a:) ,  c'est-à-dire  égale  à. 
la  valeur  de  fx  ou  jr ,  lorsqu'on  y  fait  x  =  o,  valeur  que 
nous  avons  désignée  plus  haut  par  y*.  Ainsi  par  ces  subs^ 
tjtntions ,  on  aura  cette  formule 

y=y—^  +  — /  ~  ^y  +«tc. 

Changeons  maintenant  dans  la  formule  générale  fx  enfx, 
et  l'on  aura  de  même 

fix  +  i)  =/'x  +  i  fx^  i^x  +  etc. 

Donc^  faisant  de  nouveau 

/a:=^,/'a:=y,/'x  =  /,etc.,  eti  =  — x; 

ce  qui  dozm^a 

fix-i)=fix--x'), 

vUeur  de  fx  ou  de  y ,  lorsque  x  ==  o,  que  nous  avons  dé^ 
signée  par  y^ ,  on  aura  cette  autre  formule 

On  trouvera  de  la  même  manière 

Et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé ,  si  y  est  donnée  par  une  équation  du  premier 
ordre  ,  on  aura  les  valeurs  de  y*  ,y'^  >  y  9  etc.  toutes  données 
en  X  et^,  comme  on  Ta  vu  plus  haut  :  si  on  le9  aub^titij^e  d^ 
la  formule 
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y»=^_-xy'  +  ~/-i^y  +  etc. 

m  aura  une  équation  entre  a;  et  ^  avec  la  constante  ar- 
lâtrairey*. 

Si  y  est  donnée  par  une  équation  du  second  ordre  ,  on 
wra  jf^jy ,  y^"*  etc. ,  données  en  x,  y  et  y  ;  donc^  substi- 
toant  ces  yaleurs  dans  les  deux  formules 


y  =  j' —  ^ +Çy — ^y + etc. , 


i  #n  aura  deux  équations  en  x^  y  et  y,  ayant  chacune  une 
des  con^ttites  arbitraires  y^  et  y*',  lesquelles  seront  égale- 
ment deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la 
proposée  du  second  ordre  ;  et  ainsi  de  suite. 

I  Qnoîque  ces  équations  soient  en  séries  »  les  concluront 
I  (p'on  peut  tirer  relativement  à  la  nature  des  équations  prî*- 
BÔtÎTes^  n*en  sont  pas  moins  exactes;  et  il  est  visible  par 
h  forme  même  de  ces  équations  ^  qu'elles  sont  essentiellement 
^érentes  ,  et  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  qu'un  nombre  égal 
i  celui  de  Tordre  de  l'équation  donnée. 

On  en  conclura  donc  aussi  y  que  si  pour  une  équation  du 
second  ordre ,  on  trouve  d'une  manière^  quelconque  ,  deux 
équations  différentes  du  premier  ordre  qui  y  satisfassent, 
tt  qui  renferment  chacune  une  constante  arbitraire ,  on  aura 
les  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  ;. 
«t  toute  autre  équation  de  cet  ordre  qui  y  satisferait  avec 
«ne  constante  arbitraire,  sera  nécessairement  renfermée  dans 
telle-ci. 

Ces  deux  équations  primitives  étant  connues,  on  pourra 
toujours  en  déduire  l'équation  primitive  absolue ,  sans  fone-^ 
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tions  dérivées^  en  éliminant  par  leur  moyen  la  fonction  dé-  ; 
rivée  quelles  contiendront^  et  qui  est  censée  être  la  mêon'^ 
dans  les  deux  équations. 

L'équation  résultante  ne  contenant  plus  de  fonction  dé-  ;: 
tirée  y  sera  Téquation  primitive  absolue  de  la  proposée  ds  ^ 
second  ordre;  et  comme  les  deux  constantes  arbitraires,  qui 
entraient  dans  les  deux  équations  primitives  du  premier  ordre, 
se  trouveront  dans  cette  équation,  elle  aura  toute  la  géné^ 
ralité  dont  elle  est  susceptible. 

Donc ,  ayant  une  équation  du  second  ordre ,  on  aura  égale 
ment  son  équation  primitive  absolue  ,  soit  qu'on  trouYO 
immédiatement  une  équation  entre  les  mêmes  variables  qui 
y  satisfasse ,  et  qui  renferme  en  même  temps  deux  constantes 
arbitraire9>  soit  qu'on  trouve  séparément  deux  équations  da 
premier  ordre  qui  y  satisfassent  chacune  en  particulier  ^  et  qui 
renferment  chacune  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  l'une  de  ces  deux  équations  du  premier  ordre  ne 
contenait  point  de  constante  arbitraire ,  alors  l'équation  primi' 
tfve  qu'on  en  déduirait  ,  ne  contenant  qu'une  seule  cons- 
tante arbitraire,  n'aurait  pas  toute  la  généralité  qu'elle  peut 
avoir;  mais  elle  satisferait  toujours  à  l'équation  du  second 
ordre  d'où  on  l'aurait  tirée  ,  en  même  temps  qu'elle  satisfera 
aux  deux  du  premier  ordre. 

Il  suit  encore  de  là  ,  que  si  l'on  a  une  équation  da 
premier  ordre ,  et  qu'on  en  déduise  d'une  manière  quelconque 
une  équation  du  second  ordre ,  soit  en  éliminant  une  constante 
ou  non ,  qu'ensuite  on  passe  de  celle-ci  à  une  autre  équation 
primitive  du  premier  ordre ,  avec  une  constante  arbitraire , 
on  pourra ,  par  l'élimination  de  la  fonction  dérivée  qui  se 
trouve  dans  les  deux  équations  du  premier  ordre ,  avoir  une 
équation  entre  les  deux  variables  et  la  constante  arbitraire  y 
qui  sera  parconséquent  l'équation  primitive^  absolue  de  U 
proposée  du  premier  ordre. 


^ 


> 
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En  général ,  si  de  la  proposée  du  premier  ordre  on  passa 
i  une  équation  d*un  ordre  supérieur,  et  si  on  trouve  d'une 
matiière  quelconque  une  équation  primitive  de  celle-ci  d'un 
ordre  inférieur  avec  une  constante  arbitraire,  on  pourra  tou-* 
jours,  par  l'élimination  successive  des  fonctions  dérivées^ 
parvenir  à  une  équation  entre  les  deux  variables  et  la  cons* 
tante  arbitraire ,  laquelle  sera  ainsi  l'équation  primitive  de  la 
proposée. 

Enfin  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieurs 
au  second,  ce  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à  celles 
de  cet  ordre  fj^t  en  déduire  des  conclusions  semblables. 


.   »  ■'•• 
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tEÇON     TREIZIÈME. 

(  Caammmpa  éê  U  leçon  pr^cëdciitç.  ) 

Théorie  des  muhiplieMeurs  dés  écfvuuiom 
'  dérivées^ 

X-^A  manière  la  plus  naturelle  de  trouver  l'équation  primi^ 
tive  d'une  équation  d'un  ordre  quelconque ,  est  de  la  pré- 
parer de  façon  que  son  premier  membre  devienne  une  fonc-» 
tion  dérivée  exacte  ;  car  alors  il  n'y  aura  qu'à  prendre  sa 
fonction  primitive  et  y  ajouter  une  constante  pour  avoir 
l'équation  primitive  d'un  ordre  inférieur  ;  et  en  opérant  ainn 
successivement^  on  pourra  parvenir  à  l'équation  primitive 
entre  les  deux  variabfes^  et  autant  de  constantes  arbitraires 
que  l'ordre  de  la  proposée  le  comportera. 

Or  je  vais  prouver  que  cette  préparation  est  toujours  post 
cible  par  le  moyen  d'un  multiplicateur  y  lorsque  l'équatioa 
dérivée  de  l'ordre  n  est  réduite  à  la  forme 

/'^  +fi^,y.y',f-  ■  •/— 5)  =  o, 

yC»)  étant  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  de  y. 

D'un  côtéj  il  est  clair  que  cette  réduction  est  toujours 
possible  eu  censée  possible ,  quelle  que  soit  la  forme  de 
l'équation  propesée  ;  car  il  n'y  a  qu'à  en  tirer  la  valeur  d^ 
yC»)  en  X,  y,  y\  y",  etc. ,   par  les  règles  connues. 

De  l'autre  côté,  nous  avons  déjà  observé  plus  haut  que, 
quelle  <jiie  puisse  être  l'équaition  primitivç  àfi  Tordre  immé-* 


i 


t 
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Idiatement  inférieur^  si  on  dégage  la  constante  arbitraire  , 
^ct  qu'on  prenne  ensuite  les  fonctions  dérivées ,  on  a  une 
équation  dérivée  où  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  de  ^ 
ne  sera  qu'à  la  première  dimension ,  et  qui  devra  ^  parcon- 
'jéquent,  être  identique  avec   la  proposée. 

Ainsi,  ayant  réduit  l'équation  primitiv»  à  la  forme 
•ù  a  est  la  constante  arbitraire,   on  aura  Véquation  dérivée 

laquelle^  en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à  la  variation 
dejrC»— i)^  d'après  la  notation  abrégée  indiquée  dans  la  le^on 
sixième ,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

4'où  l'on  tirfi  ^^ 

Comme  la  construite  a  a  disparu ,  cfette  équation  devra  être 
identique  atec  l'équation  proposée ,  puisque  la  valeur  de  y^'^^ 
doit  être  la  même  dans  les  deux  équations.  Donc  la  fonction 
/C^iJ^^y*»  •J'^*'""'^)  sera  identique  avec  la  fonction 

Ajo^tant  de  part  et  d'autre  la  quantité  y") ,  la  fonction 

^  y"^4/(3^,y...y'-'^) 

[  Reviendra  identique  avec  la  fonction 
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ttae  fonctkm  dérivée  exacte  »  dont  la  fonction  primithre  scii 

—  a^  en  supposant  a  déterminé  par  l'équation 

On  est  donc  assuré ,  de  cette  manière  ^  de  l'existence  d'im 
multiplicateur  qui  peut  rendre  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  une  fonction  dérivée  exacte. 

La  mèiûe  équaticm  identique  nous  fait  voir  ansd  que  ce 
multiplicateur  n'est  pas  le  seul  qui  jouisse  de  cette  propriété» 
et  nous  denne  en  même  temps  le  moyen  de  trouver  tous  les 
multiplicateurs  qui  auront  la  même  propriété  ;  car  il  est  éipi- 
dent  que  le  premier  membre  de  l'équation  devenant  égal  i 
•— a^  il  sera  toujours  une  fonction  dérivée  exacte,  étant 
multiplié  par  une  fonction  quelconque  de  a,  et  qu'il  ne 
pourra  l'être  qu'autant  que  le  multiplicateur  ne  contiéndni 
que  a.  Donc  le  second  membre  deviendra  aussi  une  fonction 
dérivée  exacte^  étant  multiplié  par  une  fonction  quelconque 
de  a. 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  formule  gboLéràs  de  ce 
multiplicateur  sera 

FXay 

^a  dénotant  une  fonction  quelconque  de  a,  et  la  quantité  a 
étant  une  fonction  de  x,  y,  y',  etc. ,  déterminé  par  l'équation 
primitive 

F(a;,j^,y...yC«-0,a)=o, 

a  étant  ici  la  constante  arbitraire  ;  car  le  premier  membre 
dç  l'équation  proposée  de  l'ordre  n'*"',  deviendra ,  par  la  mul- 
tiplication de  la  formule  précédente ,  identique  avec  la  quan- 
tité —  a<\a  ;  de  sorte  qu'en  dénotant  par  *a  la  fonction  pri- 
«litive  de  a^ça,  on  aura  tout  de  suite  l'équation  primitive 
^a:^  consX.  ",  d'où  Ton  tirera  aussi  arsconst.  Ox  m  étant  iei 


DES      FONCTIONS.  lyi 

\^{oncûoTÊidex,y,y,  etc.  y^^-^O  ^  qui  résulte  de  Téquatiou 

il  est  visible  que  Téquatioa  4a  =  const.  n'est  autre  chose  que 
cette  même  équation  dans  laquelle  on  suppose  que  a  devient 
tine  constante  arbitraire. 

Ainsi  ^  lorsqu'une  équation  dérivée  de  Tordre  n^'  est  ré- 
duite à  la  forme 

chaque  équation  primitive  de  Tordre  n— >i ,  avec  une  constante 
arixtraire^  fournit  une  infinité  de  multiplicateurs^  tous  rea*» 
fermés  dans  une  même  formule  y  lesquels  peuvent  rendre  le 
premier  membre  de  Téquation  une  fonction  dérivée  exacte , 
et  redonner  la  même  équation  primitive. 

Si  Téquation  proposée  n'est  que  du  premier  ordre ,  il  n'y 
a  alors  qu'une  seule  équation  primitive  ;  et  parconséquent  il 
n  y  aura  aussi  qu'une  seule  formule  de  i^ultiplicateurs. 

Si  Téquation  proposée  est  du  second  (nrdr? ,  nous  avoi^ 
démontré  qu'elle  est  susceptible  alors  de  deux  dilFérentes 
équations  primitives  du  preinier  ordre;  chacune  d'elles  don- 
nera donc  une  formule  particulière  de  multiplicateurs  ;  mais 
on  pourra  aussi  renfermer  ces  formules  dans  une  formule  plua 
générale  encore. 

Car  soit 

l'équation  proposée  du  second  ordre  ^  dont  les  deux  éqvLH^ 
tions  primitives  du  premier  ordre  soient 

P(^,y,y>o):=:io,   J^(x,^,y, 6)  3=0, 

aeib  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 
£a  regardant  ces  fleux  quantitéf  a  et  6  çoo^ne  d^  f^c- 
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tionsde  x^y^y^  déterminées  par  ces  mêmes  épations, on 
trouvera j  par  l'analyse  exposée  ci-dessus^  les  deux étjuatieiii 
identiques 

c/  +/(*.  >.  y  )]  X  ^f^  =  -  *'- 

Soit  maintenant  4  (a,  &)  une  fonction  quelconque  de  a,  i,  sa 
fonction  dérivée  »^'(a,i)  sera  représentée  par  «'♦'(^)+^'*'(*)» 
de  sorte  qu'en  multipliant  la  première  des  équations  précé- 
dentes par  ^'{a)^  la  seconde  par^^^)^  et  les  ajoutant  en- 
semble, on  aura 

i 

S  I 

On  aura  ainsi  cette  formule  générale  pour  le  multiplicateur    - 
de  l'équation  proposée 

en  supposant  a  et  6  déterminés  par  les  deux  équations 

^(p^^yty'y  «)  =  o>     ^i.^7y>yy  *)  =o* 

etle  premier  membre  de  Véquation  deviendra  alors— ♦(a,  6); 
de  sorte  que  Ton  aura  sur-le-champ  l'équation  primitiTS^ 
*  (a,i>)=  const. 

De  même,  si  on  prend  une  autre  fonction  quelconque 
de  a  et  A ,  représentée  par  4  ("  >  A)  >  on  en  tirera  de  même 
l'équation  primitive  4  (^ ,  i)  =  const. 

Ces  deux  équations   dotineront  donc  tz  et  6  égales  à  des 


DES      FONCTIONS.  ^^5 

de*,>^,y,  etc.  y<'^^  qui  ré#»ttt^4#  V^iWioa 

^(^>  j'i  y  •  •  •y""*^  o) — o, 

Û  est  yiaible  que  réqaation4a=const.  n'est  autre  chose  que 
cette  même  équation  dans  laquelle  on  suppose  que  adeirient 
«me  ùonstante  arbitraire. 

Ainsi  ^  loiBqu'une  équation  dériyée  de  Tordre  rif^  est  ré- 
duite à  la  forme 


rhiqn»  équation  primitire  de  l'ordre  n**-! ,  ay^  une  coinstanio 
tdiittah«,  feunuit  une  iqfiaité  de  nmltip^cateurs^  tous  res- 
fermés  dans  une  même  formule  ^  lesquels  pQiiyent  rendre  le 
pouer  membre  de  réquation  une  fonction  dériyée  exacte  ^ 
et  redonner  la  même  équation  primitive^  i 

SiTéquation  proposée  n*est  que  du  premier  ordre  ^  il  n*y 
t  abrs  qu'une  seule  équation  primitive  ;  et  parconséquent  il 
Il  y  aura  aussi  qu'une  seule  formais  dp  i^ultiplicateurs. 

Si  l'équation  proposée  est  du  second  cH^dr^ ,  nous  aycttu 
démontré  qu'elle  est  susceptible  alors  de  deux  différentes 
éqaations  primitives  du  preinier  ordre;  chacune  d'elles  don- 
nera donc  une  formule  particulière  de  loultiplicateurs  ;  mais 
on  pourra  aussi  renfermer  ces  formules  dans  une  formule  plua 
générale  encore. 

Car  soit 

l'éipialion  proposée  du  second  ordre  ^  dont  les  deux  éqni^ 
tions  primitives  du  premier  ordre  soient 

-^(^*^>y>û)  =  o,    F(x,^,y,  6)  3:0, 

A  ef  6  étant  les  deux  constantes  arbitraires^ 
Eu  regardant  ces  fleux  quantitéf  a  et  ^  ÇQOvne  df^  Swr, 
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Pour  aT(Ar  réi{uatîon  primitive  de  cellâ-ci ,  je  cJMarcb 

multiplicateur   qui  rende  son  premier  membre  une  fem 

dérivée  exacte  ;  et  il  est  fiicile  de  voir  que  cela  aura  lie 

divisant  Téquation  par  x^  ;   de  sorte  que  le  auhîplics 

1 


sera  —a. 


En  effet ,  elle  devient  par-là 

t:--é  +  -;3  =  o; 


X*  X^   ^    J^ 

«t  la  fonetioB  primitive  du  premier  membre  est 

de  sotte  qU*on  aura  l'équation  primitive 

savoir ,  en  multipliant  par  x^^ 

•  A 

B  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire* 

Cette  équatip^  contenant  ainsi  deux  constantes  arbitr 
A  ^X.  B  y  seta  Téquation  primitive  complète  de  1  équfùion 
posée  du  second  ordre  ;  et  on  voit,  en  effet ,  qu'elle  cdii 
avec  l'équation 

X*  —  aay  +a*-f  i  3=0, 

d*6ù  la  proposée  avait  été  dérivée,  puisqu'il  n'y  a  qn 
diviser  par  B ,  et  faire 

2a'       aB    .  * 
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Mais  au  lieu  de  chercher,  comme  on  vient  de  le  faire  ^' 
réqualion  primitive  de  la  primitive  du  premier  ordre,  oa 
peat  chercher  une  autre  équation  primitive  de  la  proposée  ; 
Bt  pour  cela,  fobsirve  que,  la-  fonction  dérivée 'de  Jc'^y*  est 

ainsi  la  proposée  étant  . 

» 

<m  voit  qu'en  faisant  /n:=:—  ï ,  n  =±  1 ,  son  premier  membro 
deviendra  une  fonction  dérivée  exacte ,  étant  multipliée  par 

^ar*,  ovL  jpar  —  ;  et  Ton  aura  la  nouvelle  équation  primitive 

X 

Combinant  donc  cette  équation  avec  Téquatioa 

trouvée  précédemment,  pour  en  éliminer  y,  ou  aurai  Téqua-» 
tien  en  x  ety 

tpîy  à  raison  des  deux  constantes  arbitraires  A  et  B,  sera 
aussi  1  «quation  primitive  complète  de  la  proposée.  £a  eifet  ^ 
elle  se  réduira  à  la  même  forme 

itant  divisée  pao^  »^B ,  tt  faisant 

y.SS  — «,  ^—  -g-  =«'  +  i. 

H 
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Pour  aT(Ar  Téijuatîon  primitive  de  celle-ci ,  je  cherdie  itt  ^ 
multiplicatenr   qui  rende  son  premier  membre  une  fonctioi  j^ 
dérivée  exacte  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  cela  aura  lieu  A  [rz 
divisant  Téquation  par  x^  ;   de  sorte  que  le  auhiplicateuf 

1  - 

sera  —s. 

En  elTet ,  elle  devient  par-^tà  ^ 

•A»  %A*  Mr  ^ 

«t  la  fonctioB  primitive  du  premier  membre  est 
de  sotte  qu*on  aura  l'équation  primitive 
saToir ,  en  multipliant  par  x'^ 

y^£x^^  —  =  o, 

£  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Cette  équatipn  contenant  ainsi  deux  constantes  arbitraires 
ji  et  B ,  seta  l'équation  primitive  complète  de  1  équation  pro» 
posée  du  second  ordre  ;  et  on  voit,  en  effet ,  qu'elle  coïncide 
avec  l'équation 

X*  -—  aey  +  a*  -|-  i  =  o , 

d'où  la  proposée  avait  été  dérivée  >  puisqu'il  n'y  a  qu'à  la 
diviser  par  B ,  et  faire 


Mais 
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Mais  au  lieu  de  chercher^  comme  on  vient  de  le  faire  ^ 
lequation  primitive  de  la  primitive  du  premier  ordre ^  oa 
peut  chercher  une  autre  équation  primitive  de  la  proposée  ; 
et  pour  cela,  j  obairve  que,  la-,  fonction  dérivée 'de  x^y*  est 

ainâ  la  proposée  étant  . 

on  voit  qu'en  faisant  /na=—  ï ,  n  ==  1 ,  soh  premier  membro 
deviendra  une  fonction  dérivée  exacte  ^  étant  multipliée  par 

ar*,  ou  par  —  ;  et  Ton  aura  la  nouvelle  équation  primitivo 

X 

Combinant  donc  cette  équation  avec  l'équatioa 

trouvée  précédemment,  pour  en  éliminer  y,  ou  aur^  Féqua*» 
tion  en  x  ety 

qui,  à  raidon  des  deux  constantes  arbitraires  A  et  B,  sera 
aussi  1  «quatipn  primitive  complète  de  la  proposée.  £a  eifet  ^ 
elle  se  réduira  à  la  même  forme 

*  ■ 

étant  divisée  pao^  »^B ,  tt  faisant 
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LEÇON  QUATORZIÈME. 

Des  Valeurs  singulières  qui  satisfont  aux  ÈquO'  ^ 
tions  dérivées  y  et  qui  ne  sont  pas  comprises  * 
dans  les  Équations  primiti'ves.   Théorie  des 
Équations  primitives  singulières. 

JLja  tli)éorie  des  équations  dérivées  ,  exposée  dans  U  leçoo 
douzième^  porte  naturellement  à  conclure  que  toute  valeur  f 
qui  peut  satisfaire  à  une  équation  dérivée  donnée  >  doit  être  | 
renfermée  dans  son  équation  primitive^  pourvu  que  celle-ci  j 
ait  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible ,  par  les  constantes  ^ 
arbitraires  qui  doivent  j  entrer.  .H  y  a  néanmoinâ  des  éqiuh  ] 
tions  dérivées  auxquelles  satisfont  des  valeurs  que  j'appelle 
singulières  y  parcequ'elles  ne  sont   pas    comprises  dans  leurs 
équations  primitives.  Ces  sortes  de  valeurs  se  sont  présentées 
aux  géomètres  presque  dès  la  naissance  du  calcul  différentiel  ; 
mais  comme  la  théorie  des  constantes  arbitraire!  n'était  gaère 
connue  alors,  on  n'a  pas  d'abord  regardé  ces  valeurs  conune 
formant  une  exception  aux  règles  générales  du  calcul  diffé- 
rentiel. Euler  est  le  premier  qui  les  ait  envisagées  sons  dé 
point  de  vue  et  qui  ait  donné  des  règles  pour  les  dbtibigfier 
des  intégrales  ordinaires. 

« 

Depuis ,   on   a  reconnu  qu'elles  dépendent  de   la  théorie  i 
générale  des  équations  différentielles   ou  dérivées ,  et  qu'elles 
servent  à  la  compléter;  c'est  ce  que  n6us  aHons  dévêlojpptf  | 
avec  toute  l'étendue  qu'exige  rimportance  de  la  matière. 

Considérons  une  équation  quelconque  da  premier  ordres 
représentée  par 
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•t  supposons  qa*elle  soit  dérivée  de  Féquation  primitiTii 

*  *  ■  ■ 

a  étant  la  constante  arbitraire. 
Suivant  la  théorie  générale ,  cette  équatioa 

doimera  l'équation  dérivée 

qui  se  r^nrt  à  la  ïbnné 

eoxdbhnémeift  1  ta  notation  qne  nb'uis  avons  émptôjtéé  )usqù*!ici  ; 
et  ces  deux  équations  étant  combinées* ensemble ,  de  manièreijaô 
la  constante  a  disparaisse^  produiro^it  la  suivante. 


Mxdiftkumt  0  est  clair  ^-te  résultat  èe  l^éUmlnatlôVi  de  ai 
sera  le  bêtiië^c  qtiélle  ^utesoit  b^  qtUitrtité  à  ,  i^tt  tcnUâiStéi 
on  variable 9  pourvu  que  les  deux  éqMttbiié' 

F{x,y,a)  =  o,  et  F"  {x)^/}^  (y)i=so, 

soient  les  mêmes.  Donc  |kusa  là  même  équation 

^(x  V  V^  =  o 

pourra  résulter  de  l*%4Alifibfi     -  •  ^  :■ 

en  supposant  d  vtrft&to  et  fonction,  de  %  p^torvu  qus  VêipaSi 


\ 
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tion  dérivée 

soit  également 


n-,  • 


I  Mais  y  en  regardant'  a  coûime  une  fonction  de  x,  on  a 
F'ix,y,  a)  ==F'(x)  +  /F'0r)  +  o'i5'(a), 

lùnsi  la  condition  dont  il  s*agit  aura  lieu  si  le  terme  a' F*  (a) 
disparait;  d*où  il  suit  que  la  yaleur  de^^  tirée  de  Féqua^ 
tion    primitiye 

satisfera  également  à  Téquation  du  premier .  ordre 
{ en  prenant  pour  a  une  fonction  de  x  déterminée  par  Téquatioii 


*      •  • 


Cette  équati6ii  donne  ou       '' 

a'=o,  otiF'  ta)  ~o. 

|Lf!é4û9tiOn  tifai^o,  do!nne.a.ég4l.Àunè  Constante  quelconqiM; 
c'est  :1e  cas  de,  réqp^don  primitiYe  o^diliair^  >  dans  leciuel 
est  la  constante  arbitraux 

Mais  Fautre  éçiation 


dans  laquelle  F'Ç^a)  est  une  fonction  ie  x,  y  et  a,  donnenj 
par  la  résolution^  la  vliTeùr  de*  a  en  xety;  et  cette  yalev 
étant  substituée  dans  Téq^ation  prixnitiye,    I.      -      . 

#a  auta  une  noUYf^e  iqnatioa  Jen  x^t  jr ,  jums  :  coi 
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mitive  ordinaire  9  piûsQue  da^s^r  ç^Upr^  ija^ipi^ti 

constante  arbitraire^  et  qlië  dans  l'autfe  elle  détient  une  lbno<» 

tionde  x  tty,  ,t.».iÀ;i  ii'j  y  îisiMji  'îiîOfT  ^h 

Dcmc^  en  générpl»  si  oa-élimine.a-deft:deax  éqiiationa 

m 

en  anra  l'éqaatiQn  q|ii  ren£^nneça  les  >a|^ii^  singulières  de^j 
ipù.  peuvent  satisfaire  à  l'équation  dérivée 

dont 

P{x\yra)^o 


'     7  r 


/.     •>    V 


est  l'équation  primitive  ordinaire. 

Nous  appelleroiis  cette  équation,  (^qtw&ih'primitive singulière j^ 
foox,  la  di^inguer  de  l'équation  primitive  ordinaire,-  que  noue 
appellerons  aussi  équation  primitive  complète, 

'  n  &ut  seulement  remarquer  que ,  •comme  l'essence  de  cette 
^^oation  consiste  en  ce  que  la  valeur  4^  a  est  une  fonctioit. 
Taniible,  sîTéquaidôn 

par  laquelle  ort  doit  détenninef  a ,  donnait  pour  a  une  quan- 
tité constante ,  ou  bien  une  telle/fonf^n  de  x  et  j^r  qui  devînt 
^e  à  une  constante  en  vertu  de  l'équation 


'•  -. 


F{x,y,à)  =  b, 

•  *■    •  r 

dans  laquelle  on  doit  substituer  cette  valeiSÉf' dé'â,  oVqnî'^  dans' 
<^  sti}>stit!ation  ^  ,donn&t  le  mêiue  frésidtat.^'o;^,  aurait  par 
^e  valeur  constante  de  a,  alors  cette  équation  ceiserait-detre 
une  équation  primitive  singulièi:e^,-.et'ne  serait  plus  qu'un  cas 
particulier  de  l'équation  j^mitîve  ordinaire. 

3 


j||i  vçr  A  t  c  n  I. 

Noos,  front  fimM  (leçon  àonzièmt  )  qpfi  V^qfUifm  4i  f 
pmmier  ordre  r 

a^  pour  équation  primitive^  i 

oà  a  est  U  constante  arbitraire.  Faisant  d<qM> 

î 

L 
et  prenant  les  fonctions  dérivées  de  tous  les  termes  rehttvs-  y 

ment  à  a  seul ,  on  aura 

/T^  (a)  =;:-*  njf  — *m; 

donc  Téqnation 

F'(a)=;=o.donner4  a  5=; —y; 
taleur  qni  étant  substituée  dans  l'équation  primitiyej    mine 

équation  qtn  satisfait  également  à  Téquation  dup  necpier  ordr4 
En  effets  cette  équation  donn^ 

j^  =  J— X»,      et     yj^-^<ti 
oes  valeurs  substituées  dans  Féquation 

la  riende^t  identimii^ 

Comme  on  sait ,  pa^  la  ibéoije  des  épations  ^  qjcijS  Fé^ 
quation  dérivée 


DES    wpnçt%on9:  i9S 

DQUai;r%^ftft  oomi^Bt  h  oonditioa  fû rend  égdeedeoi;  âeem-; 
daesde  Téqqatioii 

taixamiiB  paE  apport  i  a,  il  s'eafiuit  91e  la  valav  ôagulièra 
de^»  dttia  C0tt»  éfoadon  ^  a  U  pEojffiété  do  doineri 
in  o  une  racine  double. 

On  voit^  en  effet ,  que  l'équation 
«eçnert  une  noiiui  donbl* ^  «a  £nH|nt 
Si  FéqMtitm  jaiiiiiti^^  itait 

n  itant  la  oonsUnte  adîtraire^  réqaadon  didjée  relatii^  à  a, 

•endt 

d'où  Ton  tire 

« ;?±T — » 

Talenr  qui ,  étant  substituée  dans  la  proposée,  donna 

et  parconséqnent 

pour  Téqoatkui  prinûtiye.  singulière. 


I 

I 

l 
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Mais  de  ce  que  cette  équaticm  rend  la  valeur  même  de  a 
nulle  y    il  suit    qu'elle    ne  sera   qu'un   cas  particulier   de 
réquation  primitive  ;  en  elTet  elle  résulte  de  celle-ci  ^  en  y    j 
Ëdsant  a=o.  f 

On  peut  appliquer  aux  équations  des  ordres  supérieurs  an   ? 
premier,  la  théorie  que  nous  venons  de  donner  sur  les  équationi 
dérivées  de  cet  ordre. 

En  effet,  si 
est  l'équation  primitive  de  l'éqaation  de  l'ordre.», 

m 

a  étant  la  constante  arbitraire ,  celle-<ïi  dort  résulter  de  l'é^ 
limination  de  a  entre  l'équation  primitive  et  son  équation 
dérivée;  et  il  est  évideift  que  le  résultat  de  cette  élimina- 
tion sera  le  même  ,  soit  que  la  quantité  a  soit  constante 
ou  variable ,  pourvu  que  les  deux  équations  soient  de  la 
même  forme. 

Or  réquation  primitive  ^  •      ' 

est  la  même  dans  Tun  et  dans  l'autre  cas  :  son  équation  dérivée 
est  dans  le  cas  de  a  constante 


et  dans  le  cas  où  a  serait  une  fonction  quelconque  de  x, 
elle  sera 

donc  les  deux  équations  deviendront  identiques  si  on  'îct'^nnine 
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J^de  manière  que  le  terme  û'F'  (c)  disparaisse. 
f     Faisant  donc 

^&  a  ou 


et  pareonséquent  a  égal  à  une  constante  ;  ce  qui  est  le  cas 
ordinaire;  ou 

ce  qui  donnera  une  valeur  de  aerixety^  laquelle  étant 
substituée  dans  Féqnation  primitive 

donnera  une  équation  du  même  ordre  ^  qui  satisfera  également 
à  l'équation 

elle  pourra  donc  être  regardée  aussi  comme  une  équation 
primitive  singulière  sans  constante  arbitraire. 

L'équation  du  second  ordre 


a  pour  équation  primitive  du  premier  ordre  ^ 

i  comme  on  peut  s*en  assurer  en  éliminant  a  au  moyen  de  son 
1  é([nation  dérivée 

^  X — fly=:o. 

Si  en  prend  Téquation  dérivée  relativement  à  a ,  on  a 
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d*où  Ton  tira 

talenr  qui ,  étant  substituée  dans  la  même  équation ,  dount 
ceDe-d^ 

x» — y*=o;  d'oùy  =i:ap. 

Cette  valeur  de  'y  satisfait  aussi  à  l'équation  propose  ; 
mais  c'est  une  râleur  singulière ,  puisqu'elle  n'est  pas  contenus 
dans  l'écpiation  primitive. 

Si  on  cherche  l'équation  primitive  de  l'équation  diipiseniier 
ordre 

«•—30/+ 0^=0, 
^3  est  facile  de  trouver  celle-ci: 

eu  &  est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  élimine  a  de  ces  deux  équations  >  on 
aura  la  suivante  : 

qui  sera  parconséquent  l'autre  équation  primitive  du  premier 
ordre  de  la  proposée. 

On  peut  donc  aussi  chercher  une  équation  piîmitore  singBh 
lière  ,  d'après  cette  équation-ci  ^  en  prenant  son  équation 
dérivée  relativement  a  & ,  et  l'on  trouvera 


f 
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d*où  Ton  tire 

Substituant  cette  valeur  dans  Féquation  précédente^  elle 
devient 

Cette  éqpiation  donne  ces  d.eu7C-ci  : 

.y  —  xy^=zo,        et        a^— /•  =  o. 

La  premiè]:e   ^t   satisfait  pi^  à  la  proposée ,   car  elle 
donne 

y  =-2^;  etdelày=-î!^  — ^  =  ^— ^=0. 

«#  «M  '  «^  <|r*  »»*■  /yi*  /w^ 

La  seconde  donne 

c'est  la  même  que  nous  ayons  trouvée  ci-dessus. 

Ainsi  les  deu^  équations  primitives  du  premier  ordre  ne 
donnent  que  la  même  éqvation  singulière. 

Il  serait  cependant  naturel  de  penser  que  des  équations 
t  primitives  diiFérentes  devraient  donner  aussi  différentes  valeurs 
*  singulières;  mais  nous  allons  démontrer^  à  priori,  que  l'on  a 
.  toujours  la  même  équation  primitive  singulière ,  de  quelque 
V  équation  primitive  qu'on  la  déduise  ;  ce  qu'on  ne  savait  pas 
I    jusqu'ici. 

.       Considérons  une  éqpation  du  second  ordre,  représentée  e» 
I   général  par 
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et  dont  réqnation  primitive  entre  x  ety  soit 

a  et  6  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Par  la  théorie  générale ,  on  aura  ses  deux  équations  pri* 
mitives  du  premier  ordre  >  en  éliminant  a  ou  6^  par  le  moyen 
de  cette  même  équation  et  de  sa  première  équation  dériyée 

a  et  6  étant  ici  regardées  comme  constantes. 

Comme  la  fonction  dérivée  F'  (x,^)  renferme,  outre  le» 
constantes  a  et  b,  la  fonctiony ,  désignons-la  par  ^  (,x,y,y,  a,  b). 

Ainsi  on  aura  les  deux  équations  primitives  du  premier 
ordre,  en  substituant  alternativement,  dans  la  même  équation   ^ 

<P(^>J'>/>û,  6)  =  o, 

la  valeur  de  6  en  a:, ^,  a ,  et  la  valeur  de  a  eux,  y  et  b,  tiréel 
de  la  même  équation 

Ensuite  on  aura  les  équations  primitives  singulières,  en 
éliminant  a  de  la  première ,  par  le  moyen  de  son  équation 
dérivée ,  prise  relativement  à  £(.,  et  en  éliminant  b  de  la 
seconde  par  le  moyen  de  son  équation  dérivée  prise  relatif- 
Tement  ai. 

Considérons  d*abord,  dans  Téquation   . 

la  quantité  b  comme  une  fonction  de  x^y^  a,  déterminée  car 
Véquation 

^ix>  y>a,  i)  =  o. 
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nation  dérivée  prise  relativement  à,  a,  sera 

I 

posant  que  b^  soit  la  fonction  dérivée  de  b,  prise  rela- 
it  à  ce;  ^,  conâjnè  &^est  une  fonotion  de  a^  déter- 
par  l'équation 

1  la  valeur  de  b^,  en  prenant  la  dérivée  de  cette  équs-^ 
lar  rapport  à  a  ;  opération  qui  donne 

laintenant  on  élimine  V  de  ces  deux  équations^  on  a 

*'(«>  X  r{by-<ff<b')  X  iï"(a)=o: 
e  équation,  étant  combinée  avec  les  deux 

[pc,  y>  a,  *)  =  o       et      ç(x,  jr,y,  a,  b)  =  o, 

a,  par  Télimination  de  a  et  &,  l'équation  singulière 
at  de  Féquation  dérivée  relative  à  a. 

egardant  de  même  a  comme  fonction  de  b  dans  l'équation 

1  également  l'équation  dérivée,  relative  à  & , 

aleur  de  d  dépendra  alors  de  l'équation  dérivée ,  rela-^ 
at  à  £, 

r 

te  que,  par  l'éUminatioa  de  </,  on  aura  pareillement 
¥(a)  X  F'ib) -  f(i)  X F' (a)  =  o.,; 


I 

C  A  L  c  r  L  f 

nsi  réqaation  primitive  singulière  déduite  de  réquatiofl| 
ée  relative  à  b,  sera  encore  le  résultat  de  l'élimination  dea] 
^  par  le  moyen  de  l'équation  précédente  et  de»  équations 


3) 


F(jr,  y,  a,  ft)  =  o,     *ix,y,y,a,  J)=o. 

Donc  ce  résultat  sera  le  même  dans  les  deux  cas^  pni»- 
que  les  équations  sont  les  mêmes. 

n  suit  de  là  qu'on  peut  trouver  direcf<nnent  l'équation: 
primitive  singuilière  d'une  équation  du  second  ordre  ,  au  moyeft 
de  son  équation  primitive  complète ,  sans  connaître  en  parti- 
culier les  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  ;  car, 
soit  { 

F(^x,y,  a,  i)  =  o 

cette  équation  y  où  o  et  &  sont  les  deux  constantes  arbitraires,  ^ 
il  n'^  aura  qu*à  éliminer  a,  b  et  b\  9a  moyen  des  quatre 
équations  / 

F^x.y,  a,  b)=:o,        ffx,y,y,a,  i)  =  o. 


•n  supposant 

^(^>y>y>  «>  J)=  /^(x,  y). 

On  peut  appliquer  le  même  raisonnement  aux  équations  des 

ordres  supérieurs^  et  en  tirer  des  conclusions  semblables.  Ainsi^  si 

/ 

F{x,y,  a,  6,  c)  =o 


/ 


• 


est  supposée  l'équation  primitive  entre  x  et  y  ^  et  les  trois 
constantes  arbitraires  a,  i,  c,  d'une  équation  dérivée  du  troi- 
sième ordre ,  les  trois  équations  primitivps  du  second  ordre 
donneront  une  même  équation  primitive  sing^ulière  de  ce 
même  ordre  qui  ne  sera  que  le  résultat  de  l'élimination  de  o^ 
b,  c  et  de  V,  c\  au  moyen  de  ces  six  équations 
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» 

f  (.^,  y>  y ,  o,  b,  c)  5=  o, 
4  (.^>y>y,y%  o,  fr,  c)  =  o , 

F'Ca)  +  b'^Çb)  +  c'F'Çc)  =  o , 

¥i<i)  +  *'*'(*)  +  c'iTic)  -  o  , 
4'(a)  +  6'4'(A)  +  c'4'(c)  =  o  , 

bq  supposant 

♦  (^.^>y>  «>  b,  c)  =  /^(j:,jf)p 

t   ainsi  de  suite. 
Ainsi  l'équation  du  second  ordre 

lyant ,  comme  où  Ta  ^  ci-deSèUs ,  pour  éqpiation  primitir* 
mtre  x  et  y  ^  Téquation 

a? 

-=-  —  aoy  +  ifx-^b  =o  , 

DÙ  a  et  &  sont  les  constantes  arbitraires ,  on  aura  tout  de  suit* 
l'équation  primitive  singulière  du  prëhxier  ordre,  en  coïn**' 
binant  cette  équation  avec  son  équation  dérivée  ordinaire ,  et 
avec  les  deux  dérîyééli  de  celles-ci,  priâes  par  rapport  à  a^ 
et  en  regardant  b  comme  fonction  de  jc,  y  y  y*  et  a ,  de  ma« 
uière  quelles  quantités  a^  6^  et  6' disparaisisent. 

Pour  donner  plus  de  généralité  à  cet  exemple ,  en  conser- 
rant  la  constante  b  dans  l'équation  dérivée  ^  je  donnerai  d'a- 
bord à  l'équation  prixnitive^  la  form^ 
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et  j'aurai  pour  sa  dérivée 


6a\/       Si  —  Gay 
ax  —  — «^  — ; — «t-  =  0» 

Prenant  maintenant  les  dérivées  de  l'une  et  de  l'autre 
lativement  i  a,  il  viendra 

oa '^4 =  o , 

Gy       6y       36' 

X^  X  X^  * 

6  étant  supposé  fonction  de  a. 
En  éliminant  d'abord  b\  on  a 

G  (a — y')  ,,  ,  , 

— i — «^-^  =0,  d  ou  a=y: 

les  deux  premières  donnent  ensuite^  en  éliminant i/ 


„      .    Sa*— Gay 

Sx  + »^  =  o  ; 


substituant  la  valeur  de  a  ^  il  vient 

Sx  — -^  =  0,  ou  y* — x*=o; 

comme  plus  haut; 

Soit  encore  Téquation  du  second  ordre 


D  È  s     i^  O  »  C  t   1   O  N  «•  IjS 

Éônt  i*  équation  primitive  en  jc  et  ^  est     • 

CL 

Si  on   élimine  tour-à-tour  â  et  6  de  cette   équation^  au 
moyen  de  don  équation  dérivée 

L.  y— ax-.ft  =  o, 

F-  .  ■   ♦  ^  r-  ,  f  '•  .   .   r  ■  ,    •  , 

[•—       J  .«  »•  ■•  là         .  ■ 

on  a  ces  deux-ci^ 

i  .  fin.  {KTWfmt  Tiquotioa:  dérivée  èé  k  preîitiàre  tehtiveiiiint 
4.  aj  on  trouve  .  r  - .    ^     ; ,   j 

ffoù  résulte  i 

valeur  qbj,  étant  sHÀsâhféë  âaïU  là  liièiil^  é^tl^tîbil,  iàûtof 

Demême  réc[ttation  dérivée  âè  là  jsedonâè^fëMiVèmeiSitâ  l^séi-a 

X  .  a(A— y) 


1^4  C  À   L  Ç  U   fc 

doù  Ton  tir« 

4(1+^). 

et  la  substitution  de  cette  valeur  donnera 


#  • 


o: 


ces  deux  équations  reviennent  au   même  ,  car  elles  se  ré«^ 
duisent  Tune  et  l'autre  à  celle-ci,  T 


qui  estj  parconséquent»  réquatiQn.-pnùiitive  singulière  de  la 
proposée  du  second  ordre. 


^6li  âuta  le"  inéine  résultat  en  éliminant  immèdiaftraietit^a 
h  et  6',  au  moyen  de  F  équation  primitive 


de  sa  première  dérivée  '  '     ^ 

«t  de  Jeurs^  deu?c  dérivées  par  rappprt. '4  4^  ,  .  : 

I 


.Cfi%  deuxrci  .donnent,  en. éliminant  b\ 


1 


ii  t  s    r  o  ^  (:  T  t  o  N  s:  igâ 

Ëa  combinant  celle-ci  avec  la  seconde  ^  on  trouve 

4(1 +x«)'  4(1 +X')' 

^  ces  yaleurfi  étant  substituées  dans  là  première  y  il  vient 
ffeomme  ci-dessus. 

* 

Si  de  récjuation  primitive 
An  tire  là  valeiif  âë  à  en  fonction  de 
tt  qu'on  l|t'idéft§a0  par     . 


.1 


'  i  •     •         •        ■ 


.H  est  cl^  qu|en  substituant  cette  fonction  à  la  place.de  a;, 
la  mêtxlé'  éqùafiaii ,  elle  deviendra  nécessairement  ideti- 
[ticpie  ;  parconséquent  ses  équations  dérivées  rela6Ves  à 

W&  particulier^  auront  lieu  aussi..- 
On  aura  donc 


•    «^    «    «^  *  w'  * 


1  ra  x)  +  FXa)  X  *'(  x)  =:  ov- 
,  'P'(jf)  +,^»  X.*'(j')=o, 

etc. , 

j'ai  conserré,  soùs  le  signe  F',  la  lettre  a  à  la  place  àt. 
'taîeur 

.  ♦  (^,y,y- ••/'-■>)- 

4 


/ 

I 


§3$  c  À  I.  c  0  t 

De  là  on  déduira 


etc. 

Donc  j  puisque  la  quantité  F\à)  devient  nulle  dans  le  c 
de  Téquation  primitive   singulière ,  il   à'âiéuit  que^   dans 
même  cas  >  les  valeurs  de 

V(x),  ^\y),  4'(y),  etc ^'(^"0  i^ 

deviendront  chacune  infinie. 

Ce  caractère  fournit  aussi  un  ïnôyen  général  de  trou) 
réquation  primitive  singulière  ;  et  ce  magrcaafst  iltfibiA  util 
lorsque  Téquation  primitive  est  sous  la  forme 

laquelle  parait  écliapper  à  la  règle  gént^rale.  établie  d-dcssi 
car  oh  aurait  ici 

et  de  là 

FXà):=t-i; 

d'où  Ton  ne  pourrait  rien  conclure  relativement  à  Téquat 
primitive  singulière. 

Il  faut  néanm^ôas  c^servéi'  4110,  quoiqu'il  soit  vrai  c 
réquation  primitive  singtilière  r^ntf  les  fonèttqnns* 

♦'(x),*'(j^),*'(y),  etc.      , 

f       — 
infinies ,  on  n*en  doit  pas  conclure  que  toute  équation  qui  n 

dra  ces  quantités  infinie»,  lera  uiie  équation  primitive  sing 
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Hère;  3  iaudra^  4e  plus ,  que  cette  équation  ne  rende  pas  la 

•onction 

^gaIe  à  une  constante ,  car  on  n'aurait  alors  qu*un  cas  parti- 
tulier  de  I  equatîoa  primitive  générale. 

Par  exemple ,  si 
m  aura 

t  une  et  l'autre  de  ces  quotités  deviennent  infinies ,  en  fai-> 
lant  jf  —  a:  =  o ,  pourvu  que  m<^  i. 

Mais  cette  équation 

y—x  =  o, 

* 

rend  la  valeur  de  ^{x,y)  égalé  à  zéro  !ou  à  l'infini,  suivant 
que  771  est  positif  ou  négatif  ;  donc  eUe  ne  peut  pas  être  une 
iquadon  i^noûtive  ^pgpiUère. 

Prenons  l'équation  du  premier  exemple 

elle  donne 
donc 

^delÀ 


^(p^3y)=—y  +  V(:^+y  —  lO; 


m  Ton  voit  que  ces  deux  fonctions  deyiennent  infinies  par 
Kjaation  primitive  singulière 

a^  -H^*  —  6=0. 
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Nous  ayoQS  trouvé  plus  h«iut  cette  équation  du  premier  ordréi^  -" 

pour  l'équation  primitiye  singulière  de  Téquatioa  du  secood 
ordre, 

en  dégageant  la  fonction  y,  on  a 

.    ,  ax'+x^      1/(1  +x^)  X  t/(i6y  +  43;«  + j4)  _^, 

y+ — ^ — ^:      ■     '    ' ■    4*^     ■     -      -.   '-P^ 

pt  divisant  par^  |/(i6y  + 4^ +  ^)>9û  obtient 

r 

équation  dont  les  deux  membres   sont  des  fonctions  déii* 
yées  exactes: 

En  prenant  leurs  fonctions  primitives ,  et  ajoutant  la  cons^ 
tante*  arbitraire  k ,  on  aura  Tequation  primitive 

V/(i6y  +  4x*  +  x4)  =  a;  1/ (i +x») 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  prenant  les  fbnctioiia 
dérivées  de  ses  deux  membres. 

Cette  équation  est,  comme  Ton  voit,   bien    différente  dô 
l'équation  primitive  complète 

y X*  :—  bx —  a^  —  i^  =Q  : 

P^ais  elle  satisfait  également  à  l'écjuation  proposée  du  second 
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)rdrc,  parcequ'elle  satisfait,  en  général ,  à  Féquation  duprc- 
oiier  ordre  y  qui  satisfait  à  celle  du  second  ordre  ^  commo 
piimitiye  singulière. 

Mais  cette    équation  du  premier  ordre^  peut    avoir  i  elle-» 
même  une  primitive  singulière  qu'il  est  bon  de  chercher.  ' 

Comme  la  constante  k  est  débarrassée  des  variables  or  etj^^ 
on  a  immédiatement 

déserte  qu'en  désignant  cette  fonction  par  ^{x^  y)  yt^t'pce* 
nant  les  fonctions  dérivées  relatives  à  a?  ou  jf ,  on  aura^  sur^ 
le-champ 

donc^  supposant  cette  quantité  infinie^  on  aura  Téquatioa 

1 6y  +  4**  +  x^  =  o 

pour  réquatîon  primitive  isingulière  de  Féquation  du  premier 
ordre  ^  qui  est  déjà  elle-même  une  primitive  siùgulière^âe  la 
proposée  du  second  ordre. 

Elle  satisfait,  en  effet,  comme  on  peut  s'en  assurer^  A 
Véquation  du  premier  ordre  ;  mais  elle  ne  sàtîafait  plus  à  celle 
du  second  ordre.  ^-' 

On  aurait  pu  aussi  déduire  immédiatement  cette  même 
équation  singulière  de   Téquatioa  primitive  entre  x  et  y 

'    ...        •^       a 

en  déterminant  a  et  &  par  ses  deux  équations  d^rivéei  relar 
tives  à.  a  et  b. 

Oa  aura  ainsi 

-  o:*  4-  îîa  =  o ,  X  rf-.a&  =  o  ; 


i  ■  ^  ' 
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d*où  rpn  tire 

,6=  —  -; 


4'  a 

■ubstitôant  oei  yalenra  dans  l'équation  précédeale ,  eHe  de* 
viendrait 

•y+TÏÏ  +  T 

Il  B*est  pas  difficile ,  en  eijPet^  de  démojoJx^r  i  p^  )a  théorie 
générale  des  équations  primitives  singulières ,  que  ces  sortes 
d*équAdon«  primitiyes  singulières  doubles ,  résultent  de  Téqua* 
tiioiL  piiinitive 

en  éliminant  les  '<^ux  constantes  a  et  &  par  les  deux  équa* 
tions  particulières 


■  I  r" 


F'Ca)  =  o,  et  F'(6)=o. 

.  Et  par  4  U  iBSt  ^^4  de  voir  la  raison  ppurquoi  elles  ne  Ur 
t^sfoAt  pa«,  en  géné^^  à  lequatio^  du  second  ordr^^  doAt 

F{x,y,ay  6)  =  G 

fst  réquation  prâmitivc  ppmplèfe  avpc  les  deux  constaotea 
arbitraires  a  et  &. 

(Gajç  soit 

cette  équation  du  second  ordre  \  elle  résulte  ^  comme  nous  Tar 
vons  vu^  de  l'élimination  de  a  et  6  regardées  comme  consr 
tantes^  au  moyen  des  trois  équations 

• 

Mais,  lorsqu'on  regarde  a  et  6  comme  des  fonctions  de  x%Xy^ 
réquatipn  dérivée^  de 
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n'est  plus  simplement 

F'(x,y)  =  o, 
nuis  elle  devieitt 

rÇx^y)  +  t/ria)  +  b'F'Ç,-)  =  o, 
laquelle  se  réduit  cependant  à 

en  déterminant  a  etb  par  le^  deux  eonditiont 

F'(a)=o  etF'(^)=o, 

foi  sont  ce&es  de  Véquation  primitive  singulière  double. 

Comme  la  fonction  dérivée  F'Ç^x,  y)  étant  développée , 

^enferme  les  variables  x^y^y'^  et  les  deux  constantes  a  et  4^, 

<}ésignoii8-la  par  ç  (x,  y  y  y,  a,  i)  -,  il  est  clair  cjue  la  troisième 
é<}uation 

>ù  a  et  &  sont  regardées  comn^e  constantes^  sçx'4  représentée 
>ar 

i^ais  y  dans  le  cas  où  ces  quantités  sont  variables  ^  elle  deviendra 
[<ii  ii«  «e  réduit  {^  à 

*4lrceqiie  les  deux  fonctions  ^^X^)  ^^  ^'(^)  ^^  ^^^t  pas  nulles. 
Ainsi  il  «st  impossible  que  l'équatioii 

F(x,  y.  G,  i)  =  o, 

wis  laquelle  a  et  &  sont  des  fonctions  de  x  tly^  détermicé^H 
^  les  canditionn 
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F\a)=:o,FXb)  =  o, 

satisfasse  généralement  à  Téquation  du  second  ordre  qui  ri* 
suite  de  la  même  équation  par  l'élimination  des  quantités  a 
et  6,  au  moyen  de  ses  deux  dérivées,  première  et  seconde, 
prises  en  regardant  a  et  6  comme  constantes.     ' 

On  peut  étendre  cette  théorie  aux  équations  primitives  de» 
équations  des  ordres  tiipérieurs. 

Ainsi ,  si  Ton  a  Téquation  primitive 

F(^x,y,a,b,c)=zo, 

011  tty  b,  c  sont  trois  constantes  arbitraires,  et  qu'on  détermine 
ces  trois  quantités  par  les  trois  conditions 

F'(a)  =  o.    F'ib)  =  o,    F'(c)  =  o, 

I 

on  aura  une  équation  primitive    singulière  triple,  qui  sers, 

parconséquent ,  la  primitive  singulière  d'une  équation  du  pre- 

mier  ordre ,  qui  sera  elle-même  la  primitive  singulière  d'une . 

autre  du  second  ordre ,  laquelle  sera  enfin  là  primitive  sin-  j 

gulière  de  l'équation  du  troisième  ordre,  dont  la  même  équa-  { 

tion 

F(x,y,a,.b,c)  =  o 

sera  la  primitive  ordinaire  complète  avec  les  trois  constantei 
arbitraires  a ,  ft,  c  ;  mais  cette*  équation  primitive  singulière 
triple  ne  satisfera  ni  à  l'équation  du  troisième  ordre ,  ni  même 
à  sa  primitive  singulière  du  second  ordre. 

TS^ous avons  démontré  plus  haut,  que  les  fonctions  o'(j), 
*'(^)»  ^Xy)y  ctc-  >  ♦'(j'^""'^)  ^^^  dfis  valeurs  infinie*  dani 
le  cas   de  l'équation  primitive  singulière  de  la  dérivée ,  dont 

est  la  primitive  or4ûiaire ,  avec  la  constante  arbitraire  fl» 
On  peut  conclure  de  là,  tout  de  suite,  que  tout  multi* 
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plicateur  qui  rendra  une  équation  de  l'ordre  quelconque  n , 
telle  que 

érivée  exacte  d'une  équation  de  l'ordre  inférieur  ti—i, 
deviendra  nécessairement  infini  en  vertu  de  l'équation  primi- 
tive singulière  de  la  même  équation. 

Car  soit  M  ce  multiplicateur  :  on  aura. donc ^  par  Yhypo^ 

thèse  , 

M  cy  +  /(^,  y>y-  •/"->)] = *'  (a^,  j»,  y .  •  -y-*')  ; 

et  l'équation  primitive  sera 

Or,  • 

Donc  ifcf  =  4>'(y"""0)  ;  parconséquent  la  quantité  M  de- 
viendra infinie  par  la  substitution  de  la  valeur  de  y^'^^'O  donnée 
par  réquation  primitive  singulière. 

Cette  eonclusion  suit  aussi  directement  de  la  forme  même 
des  multiplicateurs  ,  que  nous  avons  donnée  dans  la  leçon  trei- 
zième. £n  effet  j,  &i  l'équation  est  du  premier  ordre  ^  comme 

*    '  '         .      ' 

y'+f(.^,y)  =  o. 

•  *     * 

elle  n'aura  qu'une  équation  primitive  ,  telle  que 

et  tous  les  multiplicateurs  de  cette  équation  sont  nécessaire^ 

tuent  renfermés  dans  la  formule    ■.    „,.  /'^  ,  ^a  étant  une 

^  («) 

Fonction  quelconque  de  a  ,  en  supposant  qu'on  substitue  pour 

i   sa  valeur  tirée  de  la  même  équatiop 
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donc  ,  puisque  l'équation  primitiTe  tingidière  rend  la  fond 
F!  (a)  iftfiflte^  tous  les  miidtîplicateurs  deyienidront  a 
inunis. 

Si    Téquation    dérivée    est    du    second    ordr»,   coq 

elle  peut  avoir  deux  équations  primitives  différentes  ^  chac 
du  premier  ordre  ^  telles  que 

*  . 

F  (x,  y,  y,d)  =  o ,       et      F(x,y,  y\  &)  =  o  ; 
et  la  formule,  générale  des  multiplicateurs  sera 

« 

^  (a^  6)  étant  une  fonction  quelconque  de  a  et  &  ^  c*es 
dire^  de  leurs  valeurs  déterminées  par  les  équations  précédei 

Or  Téquation  primitive  singulière  rend  nulle  chacune 
deux  foniCtions  dérivées  F' (a)  ,  F'Çh)  ;  donc  tous  les  m 
plicateurs  deviendront  infinis  dans  le  cas  de  cette  équad 
et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple  ,  Téquation 

, X 

^        Vi^+y'-h)^y~''' 

qui  est  la  même  que  celle  qu*on  a  considérée  ci--dessus , 
pour  Tun  de  SiCs  multiplicateurs^  la  quantité 
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'^n  supposant  ce  multiplicateur  in&ni»  on  a 


pour  son  écltiatiôn  primitive  singulière  ;  ce  qui  s  accorde  ayef 
ce  qu*on  a  déjà  trouvé. 

On  a  donc  ainsi  un  nouveau  moyen  de  trouver  les  équations 
primitives  singulières  par  les  multiplicateurs.  \^\ 

Mais ,  quoiqu'il  soit  prouvé  que  tout  multiplicateur  doit 
devenir  infini  par  Téquation  primitive  singulière ,  on  ne  peut 
pas  dire  réciproquement  que  toute  équation  qui  rendra  un 
multiplicateur  infini ,  sera  une  équation  singulière.  En  effet 
la  formule  générale  des  multiplicateurs  étant  pour  le  pre- 
mier ordre  ■  ■  \h  * ,  VJll ,  fl  est  évident  que  sa  valeur  peut 
devenir  infime  sans  que  l'on  ait 

F'(«)  =0  ; 

car  pour  cela  il  suffit  que    Tune  ou  Tautre  des  fonctionai 
^a,  F'Qy),  reçoive  «ne  valeur  infinie. 

Au,  r*ste>  on  peut  se  oanvaincre  aussi  «  par  ce  raisonnement 
fort  simple ,  que  T équation  primitive  singulièr^  ddit  rendra 
infini  tout  multiplicateur  d'une  équation  d'un  ordre  quel- 
€dzi^  n,êb  la  forme 

Car  ;J|f' étant  un  mulitiplioateiir  de  cette  éipiatian,  on  aura  > 
«t  l'équation  deviendra 
dont  la  primitive  sera 
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a  étant  tine  constante  arbitraire. 

Maintenant  Téquation  primitive  singulière  doit  satisfaire  i 

la  proposée 

« 

et  ne  doit  pas  être  comprise  dans  sa  primitive  compléter 

Donc  la  valeur  de  j^C«-^0,  tirée  de  la  primitive  sîiîgùfièré, 
étant  substituée  dans  la  fonction  O  (x,  y,  y'  -  •  •J'^""'^) ,  ne  doit 
pas  la  rendre  égale  à  une  constante  ;  pârconséquént  eDe*  né 
devra  pas  rendre  nulle  sa  dérivée  ^'  {x^yy  )/. .  .y"""'^)*  -, 

Donc  cette  valeur  doit  rendre  nulle  la  quantité 
et  ne  doit  pas  rendre  nulle  la  quantité 

6e  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  qu'elle  rendra  la  4uiEn'«. 
tité  M  infinie. 

.  ■  ■        ^  ;  ■  .  i  . 

C'est  à-peu-prês  de  cette  manière  que  Laplace  a  démçotré 

le  premier  cette  proposition  importante  que  d'autres  géo- 
mètres avaient  entrevue  ,  mai§  dont  on  n'avait  pas  encore 
donné  une  démonstration  rigoureuse.  Voyez  son  Mémoire  sut 
les  Solutions  particulières,  parmi  ceiïr  de  TAciadémié' clei 
Sciences  de  177a* 
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I 

Comment  Véquatiorp    primitive   singulière 
résulte  de  Véquàtion  dérivée. 

▲  R  les  principes  que  i^ops  venons  4'établir^.  091  peut 
trosr^  T  écjoatibn  primitive  singulière  de  toute  équai;ion.  dé- 
xivie  dont  on  connaît  déjà  ^éqtlatio^  primitive  de  Tordre  im- 
médiatement inférieur,  ou  dont  on  est  en  état  de  trouver 
cette  équation  à  l'aide  d'un  '  multiplicatBtfr,  ''  *  •  :  -"p^  ■     '  ' 


Noosr  àltoii^  voir  maintetiant  txiikmnent  où   j/etit  déâiiire 
FécjpMfW  pRimfiye  sînfpiUâ^ede  réqùaidon''âériyée'4teflfe7 ''^ 

Pour  cela  9  il  faut  eyaniîn^t;Cft-q||e  JL'éqtlation  dérivée  de-* 
lient  dans  le  cas  de  l'équation  primitive  singulière.  .  .   ,,  . 

lleprêndns  le' principe  fondamental  des  équations  grijliiitivet. 
Bognlières. 

Si  .-•-.>':'■ 


■  I  •  jf  «  I  •  • 


•   •  f 


..        .   ^   f   >  .     .  4j.    • 


aninayett'-aé'son'éqàation  tiériviè      ' 

relative  à  a:  et  ^  ;  et  l'équation  primitive  singulière  sera  le  ré- 
sultat de  l'élimination  de  la  inême  quantité  a  '^  :aitp  mojèn>de 
i'éqnation  dérivée 

relative  â  a. 
Supposons  que.  l'on  tire  de  l'équatioa 
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PX^»  y)  =  o  i 

la  yalenr  de  a  en  fonction  de  x^y  et  y,  que  Je  représenterai 
par  ^(x,.y,y) ,  et  qu'on  substitue  cette  fonction  *vi  Beu  de  a^ 
dans  l'équation  primitive 

on  aura  une  équation  eux,  y  y  y'  qui  sera  la  détiyée  de  la 
proposée. 

Ainsi ,  en  désignant  simplement  par  9  la  fonction  ^  Qx:,y,y)'^ 
on  aura 

pour  l'équation  dérivée.  ... 

Prenons  maintenant  la  dérivée  >de  celle-ci ,  et ,   comme  f 
est  une  fonction  des  variables  x,y^y\  on  auraqs^eéqiaatiafl 

où  l'expression  F'{Xyy')  est  la  même  chose  que  le  premier 
membre  de   l'équation  ci-dessùs 

si  ce  n'est  qu'à  la  place  de  a  il  7  a  sa  valeur  ^  y  tirée  de  cettt 
même  équation  ;  d'où  il  suit  que  l'expression  dont  il  s'agit  s^ 
identiquement  nulle ,  puisqu'elle  est  censée  être  le  résullfit 
de  la  substitution  de  la  valeur  de  a  y  qui  la  rend  nulle. 

La  dérivée  de  l'équation  du  premier  ordre 
se  réduira  donc  simplement  à  celle-ci , 

laquelle  se  décompose  ,  comme  Vofn  voit,  en  ces  deuio-cl^ 

ç'  =  o,       et      \F'  (0  =  o- 


U 
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La  première 

<î>'  =  o,  savoir,   ç' (x,j^, /)  =  o, 

îst  une  équation  du  second  ordre  qui  donne  la  valeur  de  y" 
tnx.ytty. 

Cette  équation  a  pour  équation  primitive  <p  égal  à  une  cons- 
tante arbitraire  ;  ainsi    . 

^zsza,  et.  F(x,  jf^,  9)  =so 

sont  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  même 
équation  du  second  ordre 

donc,  par  là  théorie  exposée  dans  la  leçon  douzième,  élimi- 
nant'jr^  de  ces  deux  équations ,  on  aura  1* équation  primitive  de 

dans  laquelle  a  sera  la  constante  arbitraire  -,  mais  comme  jr^ 
n  est  contenue  que  dans  la  fonction  <p,  le  résultat  de  cette  éli- 
nùnation  sera  le  «nême  que  celui  de  1*  élimination  de  f  ;  par-^ 
conséquent  ce  résultat  sera  ^ 

^(.^>y>  «)  — 9' 

\ 

^t  qui  redonne  la  même   équation  primitive  d*où  Ton  ét^t 

!    partie  jU     ..;■  i    ••••:■     ' 

Considérons  maintenant  Fautre  équation 

c?lle-ci  satisfait  aussi ,  comme  Ton  voit ,  a  la  même  équation  du 

^cond  ordre  ;   mais  comme  elle  ne  contient  que  les  fonctions 

y  et  y^f  elle  peut  être  regardée  comme  une  équation  primi-< 

tVe  du  premier  ordre  de  la  même  équation  ^  mais  sans-cona^ 

tante  arbitraire.  Ainsi .  en  éliminanty  par  le  moyen  de  celle- 

O 
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ci,  et  de  l'équation  du  premier  ordre 

on.  aura  tore  nouvelle  équation  priifiitiye  de  cette  même  icftOh 

tion  y  qui  sera  nécessairement  différente  de  Téquation  pii"' 

imtive  -    *    .i'  "  ■ 

F(x,yf  g)  =  o.  .'    ; 

Or ,  comme  la  qu^Mtité  j^'  n*est  dontencre  que  dans  la  fonc- 
tion ç>  le  résultat  de  Télimination  de  j^',  des  deux  équations 

F'(jfy  =  o,  et  Fix,y^  f)  —  o, 

§ 

sera  le  même  que  celur  de  Félhiiiiïation  de  ^,  copme  noni 
l'ayons  déj^à.  observé  plus  haut;  et.  ce  résultat  sera  éyidenir 
ment  le  même  que  celui  de  fèlimination  de  la  quantité  tiixi 
àeux  équations 

F'(a)=:=o,  et*J^(*,  y,'  a)  =  o. 

Do;ic ,  par  ce  qu'on  a  démontré  dans  la  leçon  précédente, 
ce  résultat  donnera  l'équation  primitive  singulière  de  réquA* 
tion  dérivée  dont 

F(^Xyy,ay=o 

est  l'équation  primitive'  ordinïiîrfe ,  a  éfant  la  constante  arbi- 

Ifaire. 

-  *  ■  ■ 

D'où  Ton  doit  conclure  que  Téquation 


donnera ,  par  l'élimination;  de  y',  là  même  équation  primitiv» 
singulière  de  la  proposée  du  premier  ordre 

oa'o^  c&t  trouvée  d'après  son  éipiation  primitive    . 
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stdyant  les  principes  et   la  méthode  exposés  dfiattf^   fa  U^tL 
précédente. 

On  voit  par  là  qu'il  est  toujours  possible  de  mnrtft'èr  ?équa- 
tien  dérivée  jséiw-  Un»  forme  telW  ^e  sa-  dérivée  donne 
dle-même  immédiatement  Téquatioi^  primitive  singulière  y  s*il 
y  en  à  une  ;  et  c'est  une  observation  qui  n'avait  point  en- 
core été  faite  jusqu'ici. 

Reprenonsf  Féqaatid»  éa   primer  êxemph    de  1»  leçon 
précédente. 

x^  —  SLoy  —  a*  — •  5  =  o , 

•f  m  te^ÊtMtâtii  èdutewe'  titié  ê^ttttàcnt  ptîitAiî^fi  uont  d  est  ht 
constante  arbitraire  *,  pour  avoir  l'équation  dérivée  qiir  ait  la 
propriété  dont  il  s'agit ,  A  faudra  y  subitituer  pouv  a  sa  va- 

W  -r  tûrétt' de- la  dérivée 

y. 

a:—  ay  =  o. 
Ainsi  réquabott  dénvde  dont  il  si'ag^  se*a^ 

&n  prenant  la  dérivée  de  celle-ci  ^  on  a 

P        y*    y*    y^~ 

^^^nation  qui  se  réduit  à 

bomme  nous  Tavons  déjà  oBservé  dans  la  leçoti  douzième; 
En  la  mettant  sibvt^  Isè  hfifâé 
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on  Yoit  qu  cUe  revient  à 

en  supposant  c 

Fi^,y»  fl)  =  af  —  floy  — a*  — *, 
et  prenant  pour  ^  la  valeur  de  a  ,  tirée  de  Téquation  piime  '.- 

X  —  a/  =  G.  ^ 

Le  facteur  du  premier  ordre  donne  Féquatioxi  j: 

valeur  qui ,  étant  substituée  dans  Téquation  du  premier  ordre, 
la  réduit  à 

a* — b+ay^ — y*z=o  ou  x*-f-^  — 6  =  a, 

équation  primitive  singulière^  comme  nous  Tavona  déjà  trouvée; 
car  Téquation  dérivée  que  nous  considérons  ici  ^  est  la  même 
que  Téquation 

que  nous  avons  considérée  dans  le  premier  exemple  de  la 
leçon  précédente  ;  mais  sous  cette  forme ,  elle  n'aurait  pas  ^ 
son  équation  prime  décomposable  en  deux  facteurs. 

Le  facteur  du   second  ordre  4-  —  ^    ^^^^t  fait  égal  à 

y    y 

aéro ,  donnera  ^ 

v' — ^' 

On  aurait  aussi  facilement  par  ce  facteur  l'équation  primitive; 
car  étant  la  fonction  dérivée  exacte  de  -7 ,  il  donnera  tout  de 
suite  l'équation  primitive  du  premier  ordre 

X 


[ 
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mohipliaiit  par  s^,  et  prenant  de  nouveau  les  fonctions 
primitives ,  il  vient 

ûfHc  étant  des  constantes  arbitraires  ;  mais  la  proposée  n'étant 
que  du  premier  ordre ,  ne  peut  avoir  qu'une  constante  arbt^ 
traire  ;  il  faut  donc  qu'il  y  ait  une  relation  entre  ces  deux 
arbitraires;  pour  la  trouver  il  faut  substituer  dans  la  proposée 
les  valeurs  de^  et  y  tirées  des  équations  primitives  que  nous 

TaK>ns  do  trouver.  Ces  valeurs  sont et-»,  et  Ton  aura 

na        *a 

«•  — i  — x*+c— tf'rso,  et  de  là  c  =  â*-f-&; 

de  aorte  que  l'équation  primitive  sera 

a^=i2ay  +  û^+  6=s=o, 
ooflune  ci-dessus. 
Il  n'est  pas  même  nécessaire  de  passer  i  une  seconde  équation 

piinûtive;  car  ayant  trouvé  ^ssâj  il  n'y  a  qu'à  substituer  tout 

^  suite  la  valeur  de  y  =  -  dans  la  proposée  du  premier  ordre  ^ 

et  Ion  aura  aussi 

X*  — •  6  —  aay  — •  a*  =  o. 

Conaidérons  les  équations  du  second  ordre.  Soit 

Téqoation  primitive  du  premier  ordre  d'une  équation  dérivée 
du  second. 

£n  éliminant  a  au  moyen  de  Téquation 

on  aura  l'équation  du  second  ordre;  et  en  l'éliminant  au  moyen 
de    'équation 

m  aura  Téquation  primitive  singulière. 


I .   -* 
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Soit  f  i3C,y,y\y)  ou  aimplemeiit  ^,  h  fideiv  'hêm\ 
fonction  de  x ,  y,  y,  y,  tirée  de  Téquatioy 

«B  flc^stitoant  cette  yeleur  dans  réquatkm  primitm ,  on  toit 
^ine  équation  dérivée  de  la  forme 

et  si  on  prend  l'équation  dérivée  de  oeHeci  >  il  jesjt  yi^ible  sp^k 
partie  F' (a:,  y^  y\  relative  à  la  variation  de  x,  y  y  y',  sera  iden- 
tiquement nulle  y  puisque  ia  quantité  ^,  qcd  j  «atTegardée 
comme  constante ,  est  supposée  déterminée  par  l'émiation  mêm« 

n  ne  restera  donc   que  Téquation 

qui  se  décompose  en 

(ï,'  =  o,  et  JF^  ((p)  =  o. 

L*.^Ait;ictt 

^'  =  o 

sera  4u  troisième  or^i:e ,  «t  donnera  la  valeur  ée^,  'Son  éqitt^ 
tion  primitive  sera  évidemment 

en  prenant  a  pour  une  .constante  quelconque.  :ÉIiiBiiiant  y^ 
qui  est   contenu   daps  (p  ,    au  moyen  de  Téquation  dériTée 

on  aura  le  même  résultat  que  par  l'élimination  d^  ^^,  c*est4^ 
dire, 

équation  primitive. 
JJayktfe  <é^i,iatio9 

,  donnera  aussi ,  par  Télimination  de  y"* y  le  même  résultat  (pe 
par  Télimination  de  (p  ^  et  p^con^^queiiit  le  %alèm^  xésellM.  qao 
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>ar  r^lûnûijMiaff  4is  a  »  am  moyen  d^s  é^atioiM 

F'(a)=:o,etF(i:,^,y,a)=o, 

:^ii  sont  les  mêmes,  en  y  ^çhango^nt  a  en  ^. 

Donc    ce  résultat  ser^   réquatipn  pripaitive   singulière  de 
'équation  du  second  ordre  dont 

tst  l'équation  primitive  du  premier  ordrp. 
L'équation  du  second  ordre 


y..// 

a; 


— -~f-  +  1=0, 


que  nous  avons  considérée  dans  les  leçons  précédentes  ^   a 
pour  dérivép 

^'on  peiit  Mettre  sous  icette  Corme 

Le  facteur  y  — «ï-  n'étant  que  du  même  ordre  que  la  pro- 
posée ,  donnera,  par  l'éliauuTation ^y'\  mae  équation  p^inûtiv^ 
ti  nguUèfe  à»  pelle^i;  c«r  ^en  faisant 

y  —  -21  —  Q  on  .a  V*=^'- , 

valeur  fpn  étant  substituée  da^s  la  proposée ,  donnô 

—  •^  +  1=0 >  savoir,  X* — y*=:o, 

comme  nous  l'avons  trouvé  dans  la  leçoa  précédente. 
L'autre  facteur  donxera  Téiqii^tioQ  4u  troisième  ordre 


^  X 
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qui  étant  divisée  par  :ç,  a  pour  priïnitive  du  second  ordra 

a  étant  une  constante  arbitr^dre  ;  celle-ci  donne 

il ^  "^  . 

y— a* 

substituant  cette  valeur  dans  la  proposée ,  on  Sk 


a* 


-»2—  -f.  1  ==o  ;  ou  a?*  —  flflj/  +  a*  =  o,* 


équation  primitive ,  comme  on  Ta  vu  dans  la  leçon  citée. 

Le  même  procédé  s'applique  aux  équations  d'un  ordre 
quelconque  ;  et  Ton  en  peut  conclure  ,  en  général ,  que  toute 
équation  dérivée  est  susceptible  d'une  forme  telle  que  sa 
dérivée  ait  deux  facteurs-,  dont  l'un  réponde  à  l'équation 
primitive  ordinaire  ,  et  dont  l'autre  donne  ImnoiédiateiheiKl! 
Féquation  primitive  singulière ,  s'il  y  en  a  une  ;  ce  qui  jette 
un  nouveau  jour  sur  la  nature  dts  équations  primitives  singu- 
lières :  car  il  est  évident  que  les  deux  facteurs  de  l'équatioa 
dérivée  étant  indépendans  l'un  de  l'autre  >  doivent  satisfaire 
chacun  en  particulier  à  cette  équation  ,  et ,  parconséquent 
aussi  à  son  é<juation  primitive  proposée. 

En  même  temps  on  voit  que  le  facteur  qui  donne  l'équation 
primitive  singulière ,  et  qui  est  du  même  ordre  que  la  proposée, 
ne  pourra  pas  satisfaire  aux  équations  des  ordres  supérieurs, 
puisqu'il  ne  satisfait  pas  à  celle  qui  résulte  de  l'autre  facteur, 
et  qui  contient  seule  les  fonctions  dérivées  d'un  ordre  plus 
élevé  que  la  proposée. 

Je  considère  maintenant  que ,  comme  toute  équation  dérivée 
du  premier  ordre,  telle  que 

ne  peut  être  que  le  résultat  de  l'élimination  de  la  constaAt^ 
arbitraire  a,  au  moyen  de  Téquation  primitive 
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ft  de    sa  dérivée 

^nsi  que  nous  Tayons  yu  dans  la  leçon  douzième ,   et    qiie 
Téquajdoa 

est  déjà  le  résultat  de  cette  élimination  par  ce  que  nous  avons  dé- 
iQontré  plus  haut;  il  suit ,  de  la  théorie  connue  de  Félimination , 
que  fi  les  deux  équations 

île  sont  pas  identiques,  elles  ne  peuvent  différer  que  par  un 
facteur  qui  affectera  l'une  des  deux ,  et  qui  ne  pourra  être 
^*une  fonction  de  x,  y  et  y\ 

Supposons  donc  que  AT  soit  un  pareil  facteur^  ensorte  qu'on 
^  l'équation  identique 

Ou  aura  donc  en  prenant  les  fonctions  dérivées 
/  (.^>yy)  =  MxF\x,y,  ^)  +  M'xF^x.y,  O  > 

Xnais  nous  avons  déjà  vu  que  la  dérivée  de  F(  x,y,  ç)  se  réduit 
à  ç^  F*  (^);  donc  substituant  f'F'((p)  pour  FÇ^Xyy,  (p)y   et 

mettant  à  la  place  de  F(x,^,^)  sa  valeur  ^'-^^ — 1/  *  ^^ 
eura 

M' 
f(x,y.y')^MX F'(0 X  ♦'+  ^ Xf(x,y,y'y, 

çest  la  forme  générale  de  la  dérivée  de  la  fonctionjf  (j:,^,^) 
^ui  est  le  premier  membre  de  l'équation  proposée. 

On  voit  par  là  qu'étant  proposée  1* équation  du  premier 
prdre 


SCI 
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on  pourra  satisfaire  à  sa  dérivée 

indépendamment  de  la  yaleiir  de  j^'' ,  p«r  le  moyen  de  Féqua-  I 
tion  du  même  ordre  [ 

combinée  arec  Ja  proposée;  de  sorte  que  cet  deax  éqnilkni \^ 
pourront  être  regardées  également  comme  des  équations  pri- 
mitives du  premier  ordre  de  la  même  équation  dérivée 

,du  second  ordre.  Parconséqucnt   îi   n'y  aura  qn*à  éKmioer 
^y^  «ntre  elles  pour  avoir  une  équation  primitive  ée  la  proposée,  - 

laquelle  ne  sera  qu'une   primitive  singuliène,  comme  nm 

Favons  démontré  ci-dessus. 

• 

Maintenant  si,  dans  la  fonction  dérivée/^  (ar,^, y'),  on 

.«épare  la  partie  affectée  de  y" /elle  devient  j^''/' (y)  •^f{x,y)y 

suivant  la  notation  que  nous  avons  adoptée.  Ainsi  la  4én?i« 
de  l'équation  proposée 

•era 

y'f(j')-\-f(.^.y)=o', 

et  il  est  visible  qu'on  ne  peut  satisfaire  à  cette  équation  iftiér 
pendamment  de  la  valeur  de  y ,  qu'en  égalant  séparément 
à  zéro  les  deux  fonctiojisy'  (y)  et  f  {x^y^y^  il  est  facile 
de  voir,  en  effet,  par  la  comparaison  de  l'expression  précé- 
dente de/^  (x,  y,y  )  avec  ia  forme  générale  trouvée  ci-dcsso^ 
ffue  les  detuc  équations 

r(<î.)=o,/(x,;:,y)=o 


f     • 
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>rtcnt  ces  deux-rci,  . 

/'(y)=o,/'(x,_y)  =  o. 

^et  réciproquement. 

On  aura  donc  Téquation  primitive  singulière  de  la  proposée^ 

en  faisant  .dans  sa  dérivée 
^les  deux  équations  séparées 

ctéSminaiit  k  fonction  ^^  au  moyen  de  la  proposée.' 

Si  les  deux  résultats  donnent  la  même   équation  entre  x 
■4ty,  ee  sera  l'équation  primitive  singulière;  sinon  ce  «era 
une  marque  que  la  proposée  n'admet  pas  d'équation  primitive 
de  cette  espèce. 

Lorsque  les  deux  fonctionsy^  Qy'  )  et/'  (^ ,  y)  ont  un  facteur 

commun ,  ce  facteur  égalé  À  zéro ,  remplit  les  deux  condi- 

titms,  et  donne  l'équation  primitive  singulière  par  l'élimination 

^  y ,  au  moyen  de  la  proposée  :  c'est  le  cas  bù  ceSe-ci 
est  de  la  forme 

comme  nous  l'avons  vu  au  commencement  de  cette  leçon.  Il 
y  a,  au  reste,  une  forme  plus  générale  q^e  celle-ci.,  où  la 
dérivée  est  toujours  décomposable  en  deux  facteurs  dont  l'un 
domie  l'équation  primitive  singulière  \  nous  en  parlerons  plus 
las. 

L'équation  du  premier  ordre 

I  y*  (a:»  —  i)~fia:j^y  —  a?*=:o, 

f    qui  est  la  même  que  nous  avons  considérée   au   commen- 
cement de  cette  leçon ,  mais  multipliée  par  y*,  a  pour  dérivée 
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On  voit  ici  que  les  deux  fonctions  y  (a:* —-6)  —  xy 
yy  +  a: ,  n'ont  aucun  facteur  commun  \  cependant  ,  si 
les  fait  chacune  séparément  égale  à  zéro  ^  elles  donnent 

dçux  valeurs  de  y';  savoir,     ;  *^  ,  et  —  - ,  qui  étant  si 

^  X* — b       y 

tuées  dans  la  proposée ,  donnent  ces  deux-ci , 

— «^  -4-  X*  =  o ,  — ^^^ ^  +  x*  =  o. 

X* — 6~  ^         y'^  '  * 

lesquelles  se  réduisent  à  la  même^  savoir, 

x*(x»+y— i)=o.  "A 

Ainsi  cette  équation  est  la  primitive  singulière  de  la  proporfl 

sée ,  comme  nous  Tavions  déjà  trouvé.  ^ 

.  fl 

Je  remarque  maintenant  que  1  équation  du  premier  ordi*^ 

»      *^ 

ayant  pour  dérivée 

donne  en  général 

V"— O^i.^ 

y  ~     f'iy) 

Mais  nous  venons  de  voir  que ,  dans  le  cas  de  TéquatioA 
primitive  singulière,  on  a  séparément 

donc  on  aura,  dans  ce  cas, 

v"  =  ^- 

ce  qui  donne  cette  règle  générale  et  fort  simple  pour  trouver 
l'équation  primitive  singulière  de  toute  équation  du  preoûtf  { 
©rdre,  lorsqu'il  y  en  a  une. 
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Cherchez,  en  prenant  les  fonctions  dérivées,  la  valeur 
la  fonction  seconde  y" ,  et  suppose2-Ia  égale  à  zéro  divisé 
zéro,  vous  aurez  deux  équations  en  x,  ^  et  j^',  qui, 
it combinées  avec  la  proposée,  donneront,  par  l'éUmination  ' 
y  ,  deux  autres  équations  en  x  et  y.  Si  elles  ont  un 
teur  commun ,  ce  sera  1*  équation  primitive  singulière  de 
proposée. 

On  peut  appliquer  ce  procédé  à  l'exemple  que  nous  avont   • 
ité  ci--dessus. 

Soit  encore  l'équation  du  premier  ordre  ^ 


(^y— Ji')  (^'— sy)  +afe=o  : 


dérivée  sera 


x(ax/  —  3y)/—a:y+jy +3x^=0; 


!d*où  Ton  tire 


^         «(2^— 3y).  : 


Faisant  cette  expression  :=:=-,  on  aura  les  deux  équations 

^*— ^y— 3-^=0,  flxy—3y=:oi 

d'où  il  faudra  éliminer  y  par  le  moyen  delà  proposée.  La 
seconde  donne 

•  .... 

\  cette  valeur   substituée   d'abord   dans    la    première,  donne 

5  celle-ci 
tt  substituée  dans  la  proposée ,  elle  doooA 
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4 


ces  deux  équations  se  réduisent  ^  ccMome  l'on  vok,  Time  et  ^^ 
lautre  à  celle-ci 

^—4^  =  0, 

qui  sera,  pareonséquent  ^  Téquation  primitiye  singliiière  d[e II 
pioposée. 

On  peut  8*en  assurer  ^  en  effet  ^  par  Téquation  primitive 
qui  est  * 


OÙ  a  est  la  constante  arbitraire.  Sa  dériyée  relative  i  a,  un    [ 

laquelle  donne 

0*=  xeta:=sz\/ XI  .  r 

et  réquation  primidye  deyîent ,  par  la  substitution  de  cetti 
valeur, 

la  même  que  nous  venons  de  trouver. 

Il   est  facile  de  voir ,   par  l'expression  générale  de  y",  qoo 

n6l^'9etllenlfent  eetfer  expression  devient!  -  enyertu  dterFéquà- 

tion  primitive  singulière ,  mais  que  les  expressions  des  fonctions 

suivantes  j^^,^"^,  etc.  deviendront  aussr-  en  les  réduisant  d'aboid 

en  sâjœfples'feiietions  dey,  y  y  elSe.^tirées  de  l'étfuaitioa'pikiposie, 
et  substituant  ensuite  la  valeur  de  j^  en  x,  donnée  par 
réquation  primitive  singulière. 

On  peut  regarder  cette  propriété  de  l'équation  primitire 
singulière ,  cosune  son  vrai  caractère  dbtiae€il>  et  yon^  peuf 
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iEf  toW^âàiSte  tfâSeurs  que  son  existence  dépend,  en  effet, 
de  ée  que  les  vafeiir»  des  fonctionfy,  j;^,  etc.,  des  ordre» 
itçémiu's  à  ta  proposée,  demenrent  indéterminées. 

;  Car  si  ces  valeurs  ne  devenaient  pas  indéterminées  êSam 
le  cas  de  Téquation  primitive-  singulière ,  on  pourrait ,  dans 
ce  cas  même ,  employer  la  formule  générale  donnée  dan» 
b  leçon  douzième 


X 


A 


X» 


y  =r  +y^  +y  --  +  j'-  ^  +  etc. , 

dans  laquelle  y*,  ^'^'j  ^**^,  étc*  sont  les  valeurs  qui  répondent 
à  X  =  G  ;  et  la  quantité  y*,  qui  est  la  constante  arbitraire , 
recevrait  alors  une  valeur  particulière  dépendante  die  cette 
équation  ;  d^  sorte  que  la  valeur  de  y  en  x,.  au  lieu  d'être 
une  valeur  singulière,  ne  serait  plus,  contre  l'hypothèse, qu'un 
cas  particulier  de  la  valeur  générale.  . 

B  aariil^  doiie  ici  ce  qui  s  lieu  d^lns  les  formules  gêné- 
nde»,  lorsqti'ii  y  a  des  cas  qu'elles na  peuvent  pas  x^eprésentep: 
«lies  donnent  alors  zéro  divisé  par  zéro  ;  c'est,  pour  ainsi- dt»^ 
h  moyen  ^ue  l'analyse  emploie  pour  échapper  au^  contra- 
icûons;  les^  racines  imaginaires  n'indiquent -pas ,  à  proprement 
parler ,  ime  contradiction ,  mais  une  impossibilité. 

Cette  théorie  s'afpplique  également  a'ux  équations  des  ordres 
mpérieurs  au  premier,  et  fournit  des  couclusions  semblables. 

£n  représentant  par 

l'éqnation  primitive  du  premier  ordre  d'une  équation  du  s«-» 
cond  ordre ,  nous  avons  vu  que  celle-ci  peut  se  réduire  à      , 

F(^x,y,y\(p)=o, 
.  et  (joe*  saf  dlériteB  sera  alors 
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Or  quelle    que  puisse  être   la  forme  tous  laquelle  um! 
équation  proposée  du  second  ordre  pourra  se  présenter ,  comme,  I 
en   dernière  analyse ,  elle  doit  toujours  être  le  résultat  ds 
la  même  élimination  qui  donne  F  équation 

il  s'ensuit  qu  elle  ne  pourra  être  que  celle-ci  multipliée  par  j 
une   fonction  quelconque    du   même  ordre    ou  d'un  ordre 
supérieur.  j 

Ainsi,  si  Véquation  proposée  est 
on  aura  nécessairement 

Af  étant  une  fonction  de  x^jy^^y". 

De  ]à  ,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  ,  et  miettânt 
F'  ((p  )  X  ^'  pour  F\xyy,y,  ?  ),  on  aura,  comiue  plus  haut, 
Téquation 

/  (.^■>y,y,y  )  =  i»/x  F'  (o  X  «'  +  ^  xfi'.y.y.f)- 

D*oii  il  est  aisé  de  conclura,  que  Ton  pourra  satisfaire  i 
la  dérivée 

f(.^.y.y.y)=o 

de  la  proposée ,  indépendamment  de  la  valeur  de  la  fonction 
tierce ^''^  au  moyen  des  deux  équations  du  second  ordre, 

F'(ç)  =  o    et   fix,y,y,y'')  =  o. 

dont  la  seconde  est  ]a  proposée;  et  qu'on  aura   Téquatioa 
primitive  singulière  de  celle-ci,  en  éliminant  y  des  mêmes  . 
équations.  Or  la  dérivée  de  la  proposée  étant  de  la  forme 

y'fiy")+f'i^,y.yj=^o, 

00. 
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A  n'y.  peut  sat^faire,  indépendamment  de  la  yàleur  dejr*^ 
{ne  par  les  deux  équations  séparées 

.:  :l,: ..  ;.    .  .f  çyy^ç  et  /  (x,  jy,/ )=o. 

Il  faudra  donc  éliminer ^^  de  chacune  de  ces  deux  équations; 
an  moyen  de  la  proposée 

«t  si  les  ddux  résultats  donnent   une  même  :  équation ,    ce 
«cra  réquation  primitive  singulière  de  la  proposée.  . 

On  voit,  en  même  temps ,  que  puisqu'on  a,  en  général , 


,     .».«»■ 


lei  deux  équations  dont  il  s'agit  rendent  la  valeur  de^*  égale 

-—      •         ■»  i.     ■ 

•  4  -  ;  de  sorte  que  Ton  peut  regarder  la  condition  dey*  =  ~ 

*•*''  *  ..  S. 

comme  celle  qui  détermine  l'équation  jprimitive  singulière  de 
la  proposée  du  second  ordre. 

En  appliquant  les  mêmes  principes  aux  équations  d'un  ordre 
çielconque  n^"",  on  en  conclura  que,  pour  trouver  son  équa- 
tion primitive  singulière ,  si  elle  en .  a  une  ,  il  faudra  tirer  de 
ta  dérivée,  la  valeur  de  la  fonction  j^C«-+-0  de  l'ordre  suivant, 

:   «tla  faire  =  -;  en  égalant 'séparément  le  numérateur  et  le 

dénominateur  à  zéro ,  et  éliminer  ensuite  de  ces  deux  équa- 
tions la  fonctionne»)  au  moyen  de  la  proposée. 

Si  ces  deux  éliminations  donnent  un  même  résultat,  ce  sera 
V    1  équation  cherchée.  ■ 

\     Nous  avons  vu  plus  haut ,  que  l'équation  du  second  ordre 


yfi 
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a  pour  dérivée  une  équation  résoluble  en  factemrs  Sont  Tmi 
qui  n*est  que  du  second  ordre,  donne  sur-le-ehaasp l*6qa2^ 
tion  primitive  singulière  par  l'élimination  de  s".  Mais  si  h 
même  équation  était  proposée  sous  la  forme  ' 

ay''*— a/y +x  =  o, 
ta  dérivée 

ne  présenterait  plus  de  facteur. 

I   • 

Or  elle  donne 

y  —^^ 


r= 


4^  I 


Égalant  à  zéro  séparément  le  numérateur  et  le  dénomm»* 
teur^  on  a  ces  deux  équations^ 

y»— i=o>    et    îry— y  =  o.         .    ^ 

La  première  donne  y  =  d=  i  ;  ce  qui  étant  sul^titué  dis» 
la  proposée ,  donne 

â  {x  zty  )  =  G  ;  ou  y* — a;*=o.' 
lia  deuxième  donne 

dont  la  substitution  dans  la  proposée ,  donne 

—  i-  +  X  =  G ,  savoir , y* —  a:*  =  o. 

Ainsi  cette  équation  est  la  primitive  singulière  de  la  pro* 
posée  ^  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 

Considérons  encore  l'équation  du  second  ordre 
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Prenons  les  fonctions  dérivées  pour  avoir  la  valeur  de  y'*, 
tn  trouvera 

f-y  +  ^'-^'+^y'  +  ^if-  x/)xf-ayY=o, 
c  est-à-dire , 

d'où  Ton  voit  que  y"  déviendra  ^  en  égalant  à  zéro  le  facteur 
par  lequel  il  est  multiplié. 
On  aura  ainsi  cette  seule  condition 

—  +  aCy  — ^/)  a:  —  2/  =  o> 
d'où  Ton  tire 

Cette  valeur  étant  substituée   dans  la  tn-oposée^  donnera 
l'équation  singulière 

laquelle  se  réduit  tout  de   suite  à  celk-ci 

L*équation  du  troisième  ordre 

que  nous  venons  de  trouver  pour  la  dérivée  de   la  proposée 
du  second  ordre ,  donne  naturellement 


^'"=0,. 


P  a 
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d*où  l'on  tire  successiytment  parlesfonctionsprimitiTêSj 


.:i 


tt 


a 


y  —  z  ^+*jp+c> 


a,  b,  c  étant  des  constantes  arbitraires  ^  relativement  à  Féqua* 
tion 

mais  comme  la  proposée  n*est  que  du  second  ordre  ,  ell« 
aura  une  constante  arbitraire  de  moins  ;  et  en  y  substituant 
les  valeurs  précédentes  de^,  y' i^*  ®^®  devient 

«  — fc*— a»r=o;    • 

ce  qui  donne  c  =  a*  -f"  ^%  ^^  manière  que  Téquation  primitiT» 
en  X  et  j'  devient 

comme  on  Ta  vu  plus  haut. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  facteurs  de  la  dérivée  de 
Téquation  proposée,  donnent  directement,  l'un,  l'équatio»' 
primitive  singulière  du  premier  ordre;  l'autre,  l'équation  pri- 
mitive en  j:  et  ^ ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  ci-dessus  dans 
un  autre  exemple. 

Nous  avons  vu ,  au  commencement   de    cette  leçon ,  çie 
réquation  dérivée  d'une  équation  primitive 


peut  être  représentée  par 


Pis^^y^  0  =  o. 
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>ù  ^  est  mis  pour  (p  {pCty^y'),  cette  fonction  étant  la  valeur 
de  a  ^  tirée  de  Téquation   prime 

et  nous  avons  vu   en  même  tems   que    l'équation  primitive 
singulière   rend  la  fonction  JF"((|))  nulle. 

Supposons^  ce  qui  est  toujours  possible  ^  que  Téquation  dé- 
rivée proposée  soit  réduite  à  la  forme 

donc^  si  dans  F  équation 

on  substitue  à  la  place  de^  sa  valeur —y (x,j),  elle  de- 
î^iendra  nécessairement  identique  ;  parconséquent  ses  deux 
Ajuations  dérivées  relatives  Tune  à  x  et  Tautre  à^,  auront  lieu 
chacune  en  particulier. 

On  aura  donc  ainsi,  puisque  la  quantité  y  n'est  conte- 
nue que  dans  la  fonction  ç  ,  ces  deux  équations  ;  dans  les- 
quelles F\x)  ,  FXy)  et  F'((p)  dénotent,  comme  à  l'ordinaire, 
les  fonctions  dérivées  de  F(x,yf  ^),  prises  relativement 
aar,^et  tp, 

F'  (x)  -  F'  (O  X  ^'  (y)  X/  (a:)  =  o, 

^'  dy)  -  F^  W  X  (^'  (y)  X  /  (^)  =  o , 

d'où  Von  tire 

Or  réquation  primitive  singulière  rend 

F'(9)  =  o; 
donc  elle  rendra  infime  les  deux  fonctions  /^(x)  ^tfXyV 
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Ce  qui  fournit  un  caractère  fort  simple  pour  reconnaître  i 
une  valeur  qui  satisfait;^  sans  constante  arbitraire  ^  à  une  équs 
tion  dérivée  donnée,  est  une  valeur  singulière  ou  simple 
ment  un  cas  particulier  de  la  valeur  générale. 

Cette  propriété  peut  servir  aussi  à  trouver  les  valeurs  sin 
gulières  dont  une  équation  dérivée  est  susceptible  ;  car  si  Yé 
quation  qui  rend /'(a:)  et  f\y)  infinies ,  satisfait  en  mêm 
tems  à  la  proposée 

elle  en  sera  Téquation  primitive  singulière. 
L'équation , 

qu*on  a  déjà  considérée  plus  haut ,  donn« 

d'où  Ton  tire 

f{x)  =  -.  —————— ^ 

^ 

Ces  deux  quantités  devieni^ent  infinies  par  la  supposition  d 
ainsi    que    par    celle  de 
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la  première  donne 

fdeur  qjài  ne  peut  satisfaire  à  la  proposée^ en  faisant 

fc  =  o; 
h  seconde  donne 


r  \ 


éqaation  qui  satisfait  à  la  .proposée^  et  qui,  eiji  est,  parcon- 
léquent  ,  l'équation  primitive  singulière  ,   comme  on  l'a  déjà 
.n  plus  haut. 

Appliquons  la  même  théorie  aux  équations  du  second  ordre  ] 
on  a  vu  qu'elles  peuvent  être  représentées  par 

en  supposant  que 

^(p^yy>y>  û)  =  o, 

toitréquâtion  primitive  du  premier  ordre ,  et  qiie  çôu  ^  {p^iy)^) 
^it  la  valeur  de  a  tirée  de  l'équation  prime 

On  a,  vu  en  même  tems,  que  l'équation  primitive  singulière 
(st  donnée  alors  par  l'équation 

r  (0  =  o. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  proposée  soit  réduite 
à  la  forme 

A 

Donc,  si  dans  l'équation 
on   substitue  pour  y"  sa  valeur  -^/(jx^iy^y'),  on  aura  une 

•  ^4 
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équation  identique  dont,  parconséquent^  ]a  dérivée  aura  Ken 
par  rapport  à  chacune  de»  variables  x,  y,  y  en  particulier. 

Ainsi  ^  comme  la  fonction  y'  nest   contenue  que    dans  k 
fonction  9,  on  aura  ces  trois  équations  : 

F'  (x)  -  F'  df)  X  <^'  (/)  X/'  (*)  =  o. 

F'  iy)  -  P'W  X  V  (y)  X  /  (>)  =  o , 

F'  (y')  _  F'  (?)  X  ♦'  (^')  X  /  (/)  =  o  ; 
d'où  Ton  tire 


fi^)  = 


F'(f)x*'iyy 


j  ^yj  —  FX<p)xç'iy'y 

1 
1 

L*équation  primitive  singulière  étant  donnée  par  Féquation   j 

F'(ç)  =  o, 
il  s'ensuit  qu'elle  rendra  infinies  -les  trois  fonctions  dérivées 

/  (^) ,  /'  iy) ,  /  (y) .  etc. 

En  général,  on  pourra  prouver  de  la  même  manière,  que 
si  Ton  a  une  équation  de  Tordre  Ji^*"',  réduite  à  la  forme 

son  équation  primitive  singulière  rendra  infinies  les  fonctions 
dérivées /'(x),/'( y), /'(y),  etc.,  jusqu'à  la  suivante,  in- 
clusivement ,  f  C^""^^). 

Pour  confirmer,  à  posteriori,  ce  que  nous  venons  de  dé- 
montrer ,  considérons  une  équation  du  premier  ordre  ,  telle 
que 
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♦ 

i  laquelle  satisfasse  une  valeur  singulière  àe  y ,  que  nous 
désignerons  par  X,  fonction  de  x. 

On  aura  donc^  par  Thypothèse^ 

et  pour  que  la  valeur  X  ne  soit  pas  comprise  parmi  les  valeurs 
de  y ,  données  par  l'équation  primitive ,  il  faudra  qu'en  sup- 
posant, en  général^ 

y=X  +  z, 

tétant  une  nouvelle  variable  ,  la  valeur  de  z,  tirée  de  Téqua- 
tion  primitive  ordinaire,  ne  puisse  jamais  être  nulle. 

Substituons  donc  X+a  au  lieu  de  y  dans  Téquation  pro- 
posée^ on  aura 

X'  +s'  +f(x,  X+z)  =  o. 

Développons  la  fonction  f  (x,  X  +  a  )  suivant  les  puissances 
de  2;  on  aura  généralement,  en  rapportant  les  fonctions  dé« 
rivées  à  la  seule  variable  X, 


z* 


f{x,X+  z)  =fix,  X)  +  zf  (X)  +~/'(:^)  +  etc.  ; 
donc,    faisant    cette    substitution,    on  aura,    à    cause    de 

X'+fix,X)=o, 


n 


équation 


z* 


z'+  zf  (X)  +  --f  (X)  +  etc.  =0, 


^i  servira  à  déterminer  z  en  x. 

Or,  si  la  quantité  z  pouvait  devenir  nulle,  elle  pourrait 
aussi  être  trèô^etite. 
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Supposons-la  d*abord  très-petite,  et  cherchons-en  la  Taktf 
par  approximation. 

Pour  cela,  on  négligera  d*abord,  vis-à-vis  du  terme  qiii 
contient  z ,  les  suivans  qui  contiennent  a%  z^,   etc. ,  comme    ( 
étant  beaucoup  plus  petits^  et  Ton  aura,  pour   la  premièri 
approximation,  Téquation 

laquelle  étant  divisée  par  z ,  a  pour  équation  primitive 

l.Z  +  X=:k, 

en  prenant  X  pour  la  fonction  primitive  de /^  (-X)>  prise  par 
rapport  à  la  variable  x,  dont  X  est  ime  fonction  donnée, 
et  k  pour  une  constante  arbitraire  ;  de  là  on  tire 

z  =  e^*""^-^  ==  c*X  e""^=  ae^^ 

en  faisant  a  =  e*. 

Ayant  ainsi  la  première  valeur  approchée  de  £,  onlasnbH 
tituera  dans  les  termes  négligés,  et  on  pourra  trouver  rmt 
seconde  valeur  plus  approchée  ,  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière ,  la  valeur  de   z  contiendra  la  constante 
arbitraire  a,  et  elle  deviendra  nulle  en  faisant  «  =  o;  par- 
conséquent  X  ne  sera  pas  une  valeur  singulière ,  contre  Yhj"    i 
pothèse. 

On  doit  conclure  de  là  que ,  pour  que  X  soit  une  valeur   ■ 
singulière  non  comprise  dans  la  valeur  générale ,   il  faut  que 
le  développement  de  f  (x  yX+z)  contienne  d'autres  puissances 
de  z  que  les  puissances  entières  et  positives. 

Supposons  donc  que  ce  développement  donne,  en  général i 
/(x,  X+z)  =/(x,  X)  +  Pz"^  +  Qz»  +  etc. , 
W^y  n,  etc.  étant  des  nombres  quelconques  qui  vont  enasg* 
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nentant,  et  P,  Ç,  etc. ,  des  fonctions  de  x  :  on  aura  Téqua* 

don  en  z 

z'  +  Pz"^  +  Çz»  +  =  o. 

On  aura    donc    aussi ^  pour  la  première  approximation, 
équation  qui ,  étant  divisée  par  z"^  y  a  pour  équation  primitive 


gi-m 


•771 


+  V=k, 


«n  prenant  V  pour   la  fonction  primitive  de  P ,  et  ft  pour 
la  constante  arbitraire. 

Or ,  pour  que  X  soit  une  valeur  singulière  àe  y ,  il  faut 
que  la  valeur  z=  o,  qui  y  répond,  ne  puisse  pas  être  con- 
tenue dans  cette  équation ,  en  donnant  à  k  une  valeur  quel- 
conque constante. 

Il  faut  donc  que  l'exposant  i  —  m  de  z ,  soit  un  nombre  po- 
sitif; car ,  s'il  était  négatif,  z*"*"*  deviendrait  infini  lorsque 
9=0,  et  répondrait  à  la  supposition  de  k  infini. 

S'il  était  nul ,  on  aurait  le  cas  que  nous  venons  d'examiner , 
où  771  =  1 ,  et  où  2=0  répond  aussi  à  k  infini. 

Au  contraire ,  lorsque  i  —  tti  est  positif ,  z  =  o  donne  aussi 


2.1-in  =  o  , 


et  l'équation  devient  alors 

laquelle  ne  peut  pas  subsister ,  parceque  la  valeur  de  k  ne  serait 
plus  constante. 

Donc,  pour  que  X  puisse  être  une  valeur  singulière,  dey , 
il  faut  que  le  développement  defÇx,  X  -j-  z)  contienne  une 
puissance  z"*  dans  laquelle  77i<^  i. 

En  considérant  la  fonction /(x,j),  son  développement* 
Jorscju'on  y  metj  +  z  à  la  place   de  y^  est^  en  général,^ 
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fi^f  y)  '^  ^r  (  j)  "t"  *^^-  >  ^0°*^  >  sï^ivant  la  théorie  que 
avoDS  exposée  dans  la  leçon  huitième  ^  pour  que  ce  déyelo^ 
peroent  donne,  dans  le  cas  de^=JV^  une   puissance  des 
moindre  que  la  première ,  il  faudra  que  ^  dans  ce  cas ,  la  if^ 
leur  de  fXy)  ,   c'est-à-dire  ,  de  f  (X),  deyiémie  infinie. 
Or  réquation  proposée  donne 

et ,  prenant  les  fonctions  dérivées , 

y'  =  -fXx^  -yfiy)  =  -/'(x)  +ny)  X/(xj); 
donc 

f(x)=fXy)xf(x,y)^y. 

ParcoDséquent  on  aura ,  lorsque  y  '=iX^ 

fXy)=^  et/'(x)=oo, 

comme  nous  l'avons  trouvé  par  la  nature  même  des  équations 
dérivées. 

Dans  l'exemple   ci-dessus,  où 

la  valeur  singulière  dey  est  l/(i-^a:*)  ;  ainsi 

et  substituant  l/(i  —  a:*)  +zàla  place   de  j'  ,  la  fonction 
dont  il  s'agit  derient 

X 

~  y  [a2,v/(^— jc*)+2;*]— 1/(6— X*)  — z' 
laquelle  étant  développée  suivant  les  puissances  de  z ,  donne 

X  [/2Z 
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m!i  Ton  voit  que  le  second  terme  du  développement  contient 

la  puissance  ^z ,  dont   l'exposant  -  est  moindre  que  l'unité. 

D'ailleurs ,  nous   avons  déjà  vu  que  les  valeurs  de  f  ( j) 
et  f  (x)  deviennent  infinies  lorsque 

L'analyse  par  laquelle  nous  venons  de  prouver  que  le  dé- 
Teloppement  de  f  (x,  ^  +  z)  doit  contenir  une  puissance  de  z 
moindre  que  la  première  ^  lorsqu'on  donne  à  y  une  valeur 
ângulière ,  est  due  à  Euler  qui  a  donné  ainsi  le  premier  ca- 
taire général  pour  reconnaître  si  une  valeur  qui  satisfait  à  une 
«quation  différentielle ,  est  ou  non  une  valeur  singulière  non 
comprise  dans  l'intégrale.  Voyez  le  premier  volume  de  son 
Calcul  intégral  y  problème  7a. 

Il  restait  à  déduire  de  là  la  règle  que  ^  dans  ce  cas  ^  la 
valeur  de  f\y)  devient  nécessairement  infinie  ;  c'est  ce  que 
Laplace  a  fait  depuis  dans  le  Mémoire  déjà  cité  sur  les  so- 
lutions particulières  des  équations  différentielles,  imprimé 
^ans  le  Recueil  dç  l'Académie  des  Sciences ,  pour  l'année  177a. 
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LEÇON     SEIZIÈME. 

Equations  dérivées  qui  ont  des  équations  prî' 
mitigés  singulières  données.  Analyse  d'une 
classe  d'équations  de  tous  les  ordres,  qui  ont 
toujours  nécessairement  des  équations  primi* 
tives  singulières. 

ï^l  les  équations  primitives  singulières  ont  moins  d'étendntf 
que  les  équations  primitives  proprement  dites  ^  parceqa*eDei 
ne  renferment  aucmie  constante  arbitraire ,  on  peut  les  re- 
^rder>  sous  im  autre  point  de  vue ,  comme  plus  généralei 
que  celles-ci  ^  parcequ'une  même  équation  primitive  siogiH 
lière  peut  répondre  à  une  infinité  d'équations  dérivées;  et 
c*est  un  problème  indéterminé  de  trouver  une  équation  dé^ 
rivée  qui  ait  une  équation  primitive  singulière  donnée.  Comme 
ce  problème  est  curieux,  et  qu'il  peut  être  utile  dans  plu- 
sieurs occasions,  nous  allons  en  donner  ici  une  solution,  pour  ] 
servir  de  complément  à  notre  théorie  des  équations  primitiyei 
singulières. 

Représentons  par 

une  équation  primitive  entre  a; ,  ^  et  deux  constantes  atih^ 
dont  Tune  soit  une  fonction  quelconque  de  l'autre  ,  ou  qui 
dépendent ,  en  général ,  Tune  de  l'autre  par  l'équation 

(p  (a,  b)  •=  o. 

On  aura  l'équation  dérivée  qui  en  résulte,  en  éliminant  ces 
deux  constantes  au  moyen  des  trois  équations 
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Donc,  si  on  tire  des  deux  premières  les  valeurs  de  a  et  6  en 
fonctions  de  x,  y^  y,  et  qu'on  désigne  ces  valeurs  par 

On  aura  Téquation  dérivée  en  substituant  ces  fonctions  à  la 
place  de  a  et  6  dans  Téquation  de  condition 

4>  (a,  i)  r=  0. 

Ainsi  ^   en  mettant  simplement  9  et  4  pom:  les  fonctions 
dont  il  ft*agit^  Téquation  dérivée  sera 

^(<P,  4)=o- 

Donc ,  réciproquement,   toute,  équation   dérivée  de  cette 
forme  aura  pour  équation  primitive 

ks  deux  constantes  a  et  6  étant  liées  par  1*  équation 

0(a>ô)=o. 
Et  Ton  aura  en  même  tems  les  deux  équations 

Donc   toute  valeur  de  j^  en  x  qui  satisfera  à  la  mêmi 
équation 

*(<Pi  4)  =  o> 

et  qui  ne  rendra  pas  les  fonctions  ^  et  4  constantes  ^  ne  pourra 
pas  être  comprise  dans  Féquation  primitive  générale ,  et  sera 
parcoaséquent  ime  valeur  singulière. 

Soit 

yz=i^x 

cette  valeur  singulière  ,  Sa:  étant  une  fonction  donnée  de  x^ 
eu  substituant  2x  et  5,'ar  au  lieu  de  y  et  y  dans  les  fonc- 
tions et  (p  et  4,  elles  deviendront  de  simples  fonctions  de  or; 
«t  élinijyaant  x  entr 'elles  ^  on  aura  nne  équatioa  entre  ç  et  4  > 
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qu'on  prendra  pour  Téquation 

ainsi  l'équation  ] 

satisfera  à  Téquation 

mais  ne  rendant  pas  les  fonctions  ç  et  4  constantes^  eOe  ne 
eera  pas  comprise  dans  l'équation  primitive  générale^  et  ne  ^ 
sera^  parconséquent^  qu'une  équation  primitive  singtdière. 

La  solution  se  réduit,  donc  à  ceci  :  soit  I 

y=^ 

la  valeur  singulière  donnée  de  y  y  en  fonction  de  x.  Ayant 
pris  une  équation  quelconque 

F(a;,y,a,i)=o,  :  •   ■'       1 

en  x^y,  et  deux  constantes  a  et  i;  de  cette  équation  et  de    j 
son   équation  déoivée  .     .  *î 

on  tirera  les  valeurs  dé  a  et  i  en  fonctions  de  x,  y,y  ;  on 
substituera  dans  ces  valeurs  2r  et  ^x  à  la  place  de  j^  et  y  # 
on  aura  deux  équations  qui  ,  par  l'éliinination  de  Xi  « 
donneront  une  en  a  et  i,  que  je  représente  par 

C>  (a,  i)  =  0. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  cette  équation  à  la  place 
de  a  et  6  leurs  premières  valeurs  en  fonctions  de  x,  y^  j  > 
on  aura  l'équation  dérivée  dont 

y=^^x 
sera  l'équation  primitive  singulière,  et  dont 

F(a:,^,  a,  i)  =  o 

sera 
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%erk  l*ftitetîà!i^i^iiitivè'ordiiMdi;e/ks:  pon^l^fa^îff.et  b  étant 
X*ane  fonction  de'lUtotwoiétfflritfkiéie.pwrégijftîiQ  ,        ^ 

«  -       ■  V     ■^*j*'  (    )     ^^.>— »    -^.uT^^^^  '      rri^  —  -Ni»      ... 

Prenons^  par  exemple  ;  l'équation 
aon  équation  détiyée  sera  ^^  .,  ... 

et  Ton  tire  de  ces  46)i3Cr-'é)ïi^^JSi? v 


Supposons  maintenant  que  1  on  ait  l'équation  primitive  sin-^ 
gulière  omio:,    iiv.iii.!...^   trUrj   'J■I:lrI^>o    ^  oup  oj'i  .    :.) 


elle  donne 


donc 


et 


.,-,.(.^-,.      ,.     rv«-  ,r-:    rr^-^'x    ••  f 


^y  =  -^*^  +^^;       '''' '   ' 

'»<i'\»--H    9vi?!ffinq    iioilJinptj  f    rj:.;-.  '      -  .>    ;>, 
<dt.w]tttt.iiiife/>iplu&  teOfuA^^^tijg^oi^ji  ;^^^  a   et  & 

deviendront  ' 

i'où  l'on  tire ,  en  élimmant  x ,  cette  équation  eu  a'  et  6 

{ja  1 A")!^ — B)  —  >^»  =  o; 

ub^B^w  ^*6  =  o. 


ï>ohc,  siobstfhllfat  ici  Us, -prraôères  t^eiun.^»  €S  et  bti 
^>y>y' *  ^"^  a«**ré^atî<îo  A» premier  Qftii^.  ....;. 

'  «  (f  I 

dont  celle-ci 

fera  l'équation  primitive  singulière.' ^^^-J-^  nciJ^ijr.  i  •. 

Son  équation  primitive  ^nFcHnid)re  ébfa 

en  supposant  ent^a^^L  ft-vl'^qiiatioa  éi^essus  ; 

de  sorte  que  ^   comme  cette  équation   donne 

réquation  primitive  sera*-     "'       '^  -— 

a  étant  la  constante  arbiti^q.       ^ 

En  effet,  si  ^  on    cherche    l'équation    primitive    singulière 
d*après  ceirë^î^-^on  àuiay  eii^^^HfAAnt -kâtiipAiâB^ 
par  rapport  à  a,  ii''rj;::c..'r"' 

d'où  lontirç    ^.       .  .      ..  ^       .    .., 

Substituant  cette   valeur  dans  la  même  équation^  Off^^ 

"     .      •  ■  •"* 

y^—A^x^Zfz^JBx  —  iB*=  o; 


\ 
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ce  qai  donne 

ou  les  signes  ambigus  sont  à  volonté. 

En  général  ^  il  est  facile  de  voir  qu  on  aura  le  même  ré^ 
«ultat 

<^(û,  i)=o, 
«Q  substituant  d*abord  dans  Téquation  supposée 

la  valeur  donnée 

y  =  207, 

et  éliminaDt  ensuite  x  par  le  moyen  de  son  équation  primo 
relative  à  x. 

Or,  si  l'équation 

donne 

b  =  '\.CL  , 

et  qu'on  substitue    cette  valeur  à  la  place  de  fc  ,   il   s'en-» 
suivra  que  l'équation 

F  (x,  Sx,  c,  ^û)  =  o 

Snra  lieu  «n  même  tem«  que  son  équation  prime  relative  à  x. 
Mais  a  étant  alors  une  fonction  de  x ,  l'équation  prime  re- 
btive  à  x  et  a,  doit  avoir  lieu;  donc  la  partie  relative  à  a 
*ura  lieu  aussi  en  particulier  ;  ce  qui  est  le  caractère  de  l'é- 
9uation  primitive  singulière. 

Ainsi ,  ayant  pris  une  équation  primitive  quelconque  en  x ,' 
'>  a  et  è ,  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  y  au  moyen  de  Féqua- 
Kin  primitive  singulière  donnée ,  ensuite  éliminer  x  par 
'^lie-ci  et  par  son  équation  prime  relative  à  x  ;  on  aura  sur 
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le-cfaamp  une  équation  en  a  et  &  ^  qui  sera  Téquation  de  con- 
dition 

<^(a,  i)  =  o, 

par  laquelle  il  faudra  déterminer  Tune  des  deux  constantes  a  .] 
ou  b  par  l'autre.   Ensuite  on  pourra >  d'après  la  même  équa- 
tion primitive,  chercher,  si  l'on  veut,  l'équation  dérivée  par 
Télimination  de  la  constante  arbitraire. 

Dans  l'exemple  précédent,  en  substituant  Ax  -^Bponxyi 
dans  l'équation 

y^  —  ax^  —  b  =0, 

on  a 

(^a_a)  X*  +  %A£x  +  iî»  —  6  =  o, 

dont  l'équation  prime   est 

(^A^  —  a)x+AB  =  o\ 

celle-ci  donne 

__    AB 


et  cette  valeur;  substituée  dans  la  première,  donne,  sur-le- 
champ,  l'équation  de  condition 

comme  plus  haut. 

En  prenant  d'autres  équations  en  x,  y,  att  b  ,  et  opérant 
de  la  même  manière  ,  on  trouvera  autant  d'équations  du  pre-  • 
mier  ordre  qu'on  voudra,  dont  la  même  équation 

y  —  Ax  —  jff  =  o 

sera  l'équation  primitive  singulière. 

On  voit  aussi  que  la  même  équation  en  x,  y,  a  et  b  ponrrt. 
donner  telle  équation  primitive  singulière  qu'on  voudra,  sii^| 
vaut  la  relation  qu'on  établira  entre  les  constantes  a  et  b. 
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EnEn  on  voit  que,  par  ce  problême ^  on  pent  toujours 
trouver  la  relation  entre  deux  constantes  a,  b  d'une  équa- 
tion donnée  en  x^y^  a  et  i ,  pour  que  cette  équation  soit 
Téquation  primitive  ordinaire  et  complète ,  répondant  à  ime 
équation  primitive  singulière  donnée. 

On  peut  appliquer  la  même  méthede  à  la  recherche  des 
équations  du  second  ordre  ou  des  ordres  supérieurs  dont  l'équa- 
tion primitive  singulière  sera  donnée. 

Supposons  que  cette  équation  soit  du  premier  ordre  et  re- 
présentée par 

On  prendra  une  équation  quelconque  en  x^yy  et  trois  coni* 
tantes  arbitraii:es  a,  b,   c. 

On  tirera  de  cette  équation  et  de  ces  équations  prime  et 
seconde,  les  valeurs  de  a,  6,  c  en  fonctions  de  x,  ^,  y  e^Xy", 

On  substituera  dans  ces  fonctions  les  valeurs  de  y  et  y" 
en  X  et  ^  tirées  de  l'équation  primitive  donnée,  c'est-à-dire, 
^f{x,y)  à  la  place  dey,  et 

à  la  place  de  y"  ;  on  aura  a,  b^  c  exprimées  en  fonctions  de 
a:  et  ^,  ce  qui  donnera  trois  équations ,  d'où  éliminant  x 
ety,  il  résultera  une  équation  en  a,  fr,  c,  que  Je  représen- 
terai par 

^  (a,  i,  c  )  =  o. 

Cette  équation,  en  y  substituant  les  premières  valeurs  de 
û,  b,  c  en  fonctions  de  x,  y,  y,  y" y.  sera  l'équation  du  second 
ordre,  dont  la   proposée 

«era    Téquation    primitive    singulière    y     et    l'équation    ca 
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X  ^y ,  a,  h ,  c  en  tera  Féqnation  primitiTe  en  â;  e1 
«opposant  entre  les  trois  constantes  a^  fr^ckveladon 
par  réqnatkm 

♦  (a,  J,  c)  =  G. 

Si  l'équation  singulière  donnée  était  du  second  orc 
prendrait  une  équation  en  x  et  y ,  et  quatre  constant 
c,  etc. ,  et  ainsi  de  suite* 

Supposons  que  l'équation  primitive  singulière  soit 

et  prenons  Téquation 

^  —  -  x*  +  *'^— "<5=o; 

d'où  Ton  tire  les  deux  dérivées^  prime  et  seconde; 
^  —  ox  —  ft  =  o,      et     jf'  —  a=zo; 
ces  trois  équations  donnent 

a=y,    b=y^xy\    c=3f  — x/  +  — > 

Mais  la  proposée  donne 

donc>  substituant  ces  valeurs  >  on  aura 

1— ^x+— ^ 

i 

Eliminant  x,  et  y  on  trouve  l'équation 

a»  +  -^*(i»  —  flkzc)=o, 

dans  laquelle  ,  en  substituant  les  premières  valeurs  de  0, 
il  vient  l'équation  du  second  ordre 
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M  l'éqiKiiion  supposée  .■    . 

1        '     '        .•••.»■.•'    ■»••    ^-.^    ..     '  ■" 


«  I 


*  i  .  -j I I 


dera  Féqnatioii  primitive  en  x  et  j^  ^  en  supposant  l'équation 

de  sorte  que^  comme  cette  équation  donn»  " 

c  3= ,. 

M  aura 

^       a  aa  '       ' 

fl  et  i  étant  les  deux  constantes  arbitraire». 
Les  équations  de  la  forme 

îue  nous  Vèn(Hi*  de  cénsidérer,  daàs  lesquelles  leà>  quantité» 
*, i,  c,  etc.  aont  les  valeurs  en  0Cy.y,y\  etc.  des  constantes 
*j  i,  c,  «te.   tirées  d'une  équation  primitive 

F  (x,  y,  d^  bf  Ci  ^ .)  r=j  o , 
ît  de  ses  dérivées  

Constituent  ime  classe  remarquable  d'équations  dérivées  qui 
>nt  toujours  une  équation  ]^rimitive  smguUère^  parceque  la 
}érivée  d'une  équation  de  cette  classe  a  nécessairement  ua 
acteur  du  même  ordre  que  l'équation. 

Pour  le.  démontrer,  soit  d'abord 

Fioc,y,a,b)  =  o  ;, 


tme  '^quatioiff  qnelcoiicjne  em^x/y^'cX  deux  constantes  attb.  \ 

En  regardant  ces  constantes  comme  arbitraires-^  Téqpatioa  i 

dont  il^  s*agit  sera  la  primitive  d'une  équation  du  second  ordre  j 

en  x,yy  y  et  y'',  qui  résotterà  de  TéliBÛnation  de  a  et  &  au  . 

moyen  des  deux  équations  dérivées 

'■'•..  .   ■ 

F'(x,jy)==ro,i^(x,>)  =  o; 

et  cette   équation  pourra  toujours ,  comme  nous  l'ayons  tu  , 
f  e  mettre  sous  la  forme 

i 
Maintenant ,  si  on  commence  par  tirer  les  valeurs  de  a  et  &    ^ 

des  deux  équations 

F^x^y,  a,  b)  =  o,      et  '    F'{x,  y)  =  o, 
et  que  ces  valeurs  soient  représentées  par  les  fonctions 

^(^>^>y)       et      ^C^jJ'»/)* 
il  est  clair  que  les  deux  équations 

û=ç(x,^,y)       et      b  =  ^(^x,y,y), 

où  a  et  b  sont  des  constantes  arbitraires ,  seront  les  deux  équa- 
tions primitives  du   premier  ofdre  de   Téquation*  précédente 

parconséquent  leurs  dérivées 

^'  (^i  yy  y)  =  0    et    4'  (x,y,y)  =  o 

■ 

devront  coïncider  avec  cette  même  équation,  en  domiant  la 
même  valâtù:  de  y**  en  x,  y  et  y. 

Or 

^'  i^>y>y)  =  <p'  (i^>y)  +y  ^'  (y) 
4'  (^>  j.y)  =4'  ip^>y)  +  y  4'  (y)  > 


'a 


DES     FONCTIONS.  S^S 

«uîvant  la  notation  abrégée   que  nous  avons  adoptée  ;  donc 
on  aura 

^-    ^'(Z)-  TTyj-  f^'^^y^y^^ 

expressions  de  y"  qui  seront  nécessairement  identiques. 
On  aura  donc 

4'  (x,jy)  =4'  (/)  X  f(x,y,yy, 

parconséquent ,  si  on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions 
précédentes  des  fonctions  dérivées  <\f  (x,  y,  y') ,  4'  (x,  ^,  y'^ , 
c'est-à-dire ,  de  a'  et  6',  en  regardant  maintenant  a  et  i  comme 
fonctions  de  x,  y^  j/,  on  aura 

,  û'  =  <  (/)  X  cy  4-/(x,:y.y)3 

y  =4'  (/)  X  [/  +f(x,y,yy}. 

Cela  posé  ^  soit  4>  (a^  i)  =  o  une  équation  du  premier  ordre, 
sa  dérivée  sera 

et  par  la  substitution  des  valeurs  de  a',  i',  qu'on  vient  de 
trouver,  elle  deviendra 

b'Cy)  X  *'(c)+  4'(y)  x  *'(i):  x  [/  +/(x,jy,y)3  =  o. 

Cette  équation  a,  comme  Ton  voit,  deux  facteurs,  l'un 
qui  n'est  que  du  premier  ordre ,  comme  Téquation  proposée  ; 
l'autre  qui  contient  y",  et  qui  donne  proprement  l'équation 
dérivée  du  second  ordre. 

Celui-ci  donne  Téquation 

^e  laquelle  résultent 

jci  =:  o ,  i'  =  o 


SSO  CALCUL 

par  les  formuks  trouvées  plus  haut.  De  sorte  que  les  fonc^ 
tions  a  et  &  seront  constantes. 

Prenant  donc  a  et  6  pour  •  des  constantes   arbitraires ,  on 
aura^  ces  deux  équations  primitiTes  du  prunier  ordre 

d*où  ,  éliminant  la  fonction  dérivée  y,  on  aura  une  équation 
en  Xyy,  a  et  b ,  qui  sera  Téquation  primitive  de  la  proposée  » 
et  qui  sera  évidemment  la  même  que  l'équàtûm 

d'où  l'on  avait  déduit  les  fonctions  <p  (x,  y,  y)  «t  4  (^,  ^^y)- 
Mais  il  faudra  que  les  constantes  aet  b  àe  cette  éqUAtion^ 
satisfassent  à  la  condition 

*  (a,  6)  =  o  ] 

donnée   par  Véquation    proposée  ;  ce  qui  les  réduira  à  une  i 
fieule  ,    qui    sera    parconséquent  la  constante  arbitraire  à» 
l'équation  primitive  de  la  proposée. 
Le  facteur  du  premier  ordre 

<f''iy)  X  *'(«) + 4xy)x*\i>') 

donnera,  de  son  côté  ,  l'équation  eil  x,y  et  y, 

¥(y)  X  *Xà)  +  4'(y)  X  *'(A)  =  o , 

en  supposant  qu'on  y  mette  pour  a  et  i  leurs  valeurs  9  (x,^,j'} 
et  '^(.^yy^y)*  ®^  ^®**®  équation,  d'après  la  tliéorie  exposée 
dans  la  leçon  précédente,  donnera  sur-le-champ  l'équatiorf 
primitive  singulière  de  la  même  équation  propoiée^^  eu  ffi- 
minant  y  par  le  moyen  de  ces  deux'  équations. 
Or  il  est  facile  de  voir  que ,  si  on  représente  par 

"^  C-^.  y  y  y)  =  o 

la  fonction  donnée  0  (a,  &),  dans  laquelle 
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e  facteur  dont  il  s'agit  se  réduira  simplement  à  "^^  (y)  ,  puis- 
iHe  les  expressions  9'(y)  et  4' (Y)  ^®  *°°*  9^®  '^^^  fonction» 
ilérivées  de  a  et  6  ^  piÂses  par  rapport  à  y  seule. 

Ainsi  on  aura  la  primitive  singulière  de  Téquation 

^(^>>>y)=o, 

dans  le  cas  où  elle  est  réductible  à  la  forme 

4>(a,  i)=o, 

«n  éliminant  y  de  cette  équation  au  moyen  de  sa  dérivée 
prise  relativement  à  y  seule. 

En  appliquant  les  mêmes  principes  aux  équations  des  ordres 
supérieurs,  on  prouvera  que,  si  Ton  a  une  équation  du  se- 
cond ordre  ,  représentée  par 

dont  le  premier  membre  puisse  être  une  fonction  quelconque 
*(a,  i, c)  de  trois  fonctions a^b^  c^  déterminées  par  une 
Ration  quelconque 

entre  x^y^  a,  b,  c,  et  par  ses  deux  équations  dérivées 

^îîses  en  regardant  a,  è,  c  comme  constantes,  réquation  pro- 
posée aura  nécessairement  une  primitive  singulière  du  premier 
^ï'dre ,  qui  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  y,  au  moyen 
f^  son  équation  dérivée 

elative  à  y". 


a5ji  c  k  h  t  V  l 

Et  l'on  aura  l'équation  primitive  en  a:  tiy  y  par  réqnatioB 

même 

F(a:,^,  a,  i,  c)  =  o, 

en  prenant  les  constantes  a,  b,  c  de  manière  qu'elles  salisfasient 
à  l'équation  donnée 

O  (  a,  i,  c)  =  G  ; 

de   sorte  qu'il  en  restera  deux  d'arbitraires. 

Et  de  même  pour  les  équations  des  ordres  supérieurs. 
Prenons  l'équation 

X*  —  aay  —  a* — b  —  o; 
ta  dérivée  sera 

de  ces  deux  équations  on  tire 

Si  maintenant  on  prend  pour  l'équation  ♦  (a,  i)  s=  o ,  celle- 
ci^  b=à  une  constante,  on  aura  l'équation  du  premier  ordre 

X  y  y^  b-O, 

OÙ  b  est  une  constante  quelconque. 

Ainsi  on  aura  tout  de  suite  sa  primitive  singulière  ,  en 
éliminant  y'  au  moyen  de  F  équation  dérivée  prise  relati- 
vement à  y  y  laquelle  sera 


d'où  l'on  tire 


y.    +y3   -O. 


en  substituant  cette  valeur  de  j^  ,  on  a 

x^  +y^  —  b  =0, 
comme  on  l'a  déjà  trouvé  par  d'autres  voies. 
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Prenons  encore  l'équation 

•'a  *  . 

9n  aura  les  deux  dérivées 

y  —  ax  —  b^o,   y  — <i  =  ô; 
d'où  l'on  tire  ' 

I-  ... 

Soit,  par  exemple^  r^ 

on  aura  l'équation  du  second  ordre 

dont  la  primitive  singulière  résultera  de  Télimination  de  y, 

au  moyen  de  sa  dérivée  relative  ày  ;  savoir, 

~j  y,    ...      ■ 

—  +  axCy  — ayO  — 2/ =  o; 

ce  qui  revient  à  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé. 
Lorsqu'on  connaît  l'équation  primitive 

ATec  réquatioQ 

4>(a,  i, . .)  =  0, 

^  donne  la  relation  entre  les  quantités'  a,  b,  c,  etc.  ^  on  peut 
trouver  directement  l'équation  primitive  singulière  sans  con^ 
naître  les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonctioi^sde  x,  y,  y,  etc.  ; 
car  ayant  réduit  les  quantités  a,  b,  etc.  à  une  de  moins  par 
le  moyen  de  l'équation  de  condition 

*  (a,  *...)  =  o^ 
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il  n'y  aura  qu* à   appliquer  à  réquation  primitive 

F{x,yy  a,  fc.  ..)  =  o, 

la  méthode  générale  exposée  dans  la  leçon  quinzième. 

Mais  la  difficulté  consiste  à  reconnaître  à  posteriori,  ûim 
fonctions  données^  dont  une  équatioii  proposée  est  composée^  dé- 
pendent 4'unc  même  équation  primitive ,  de  manière  qa*elk 
puissent  représenter  les  valeurs  des  constantes  tirées  de  cett( 
équation  et  de  ses  dérivées. 

Pour  la  résoudre^  j'observe  que  la  propriété  caractéris- 
tique de  ces  sortes  de  fonctions^  est  que  leurs  dérivées  on 
entr' elles  ,des  rapports  exprimés  par  des  fonctions  du  menu 
ordre  que  les  fonctions  dont  il  s'agit.;  En  effet ,  relativemeo! 
aux  fonctions  du  premier  ordre  y  nous  avons  déjà  vu  plus  han 
que  les  fonctions  <p  (,x,y,y')  ®*4(^*^*y)«  qui  représenta! 
les  valeurs  des  constantes  a  et  £  tirées  de  l'équation  général 

F{x,y,a,b)=:o, 
et  de  sa  dérivée 

sont  telles  que  leurs  dérivées  c'  (x,  y,  y')  et  4'  (^>  y  y  y^ ,  qw 
nous  avons  désignées  par  a'  et  V,  ont  la  forme  suivante 

4'  i.^,y>y")  =  4'  (/)  x  [/  +  fipo>y,y)y, 

de  sorte  que  l'on  a  simplement 

où  Von  Tolt  .qîje  les  fonctions  dont  il  s'agit  ont  là  propriétf 
que  la  fonction  seconde  y"  disparaît  du  rapport  de  leurs  dé- 
rivées ,  et  que  ce  rapport  est  le  même  que  si  on  prenait  cet 
dérivées  relativement  À  la  variable  y  seule. 
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Sok ,  par  coempU ,  i'iqsation  à  la  ligne  droite 

y^ax  +  b=o, 
àtnrép  eem  - 


^iiiiui  on  aura 


-o=— y  et  6:=ay'--jr. 

Qq  ^radf^c^  m  dj^notant  simplement  par  9  et  4  ces  ex- 
pressions de  a  et  6^    ' 

.  <p  ===5  --y .  .4;^  ^'  —y  V 

frenant  les  fonctions  dérivées^    il  viendra 


'4onc 


^  — _  1 

'4'  ~      X 


.   «  -  ••  •  r    . 


Si  on  ne  prenait  9'  et  4^  ^^  relativement  ày^  on  aurait 


•*  .  -  ' 


ç'  =  — i,  4'=p*^>  «*T?  —  ~^' 

Comme  précédemment. 
Soit  encore  Féquatioa' 

^  y -f-a:*  — âûa:4-û*  — ft*  =  o, 

^  6si  à  «n  cercle,  dont  le  ray»n=^i,  et  dont  le  centre 
^9t  Aand  l*aace  de^  ^seis^es  à  la  distance  a  de  leur  origine. 

La  dérivée  sera 

jy  +  x  — a=^o; 

i'  '       ■  »        ■  V  '  ' 

où  Ton  tire 

te  là  oa  aura,  par  les  substitutions, 

i»=>f  1/(1 +/•)*=  4. 


n5S  c  A  L  c  t  L 

Si  maintenant  on  prend  les  dériTées  de  9  et4ry^on  aura 


et  de  là 


* 


j  II f .   I 


4'       y       9—^ 

Si  on  ne  ptenait  les  dériyées  ç'  et  4'  que  relatiyèmentàyj 
on  aurait 

donc  '  ■"         ■ 

4""    y    ' 

comme  ci-dessus.  '  s       '' 

On  pourrait  prouver,  par  une  analyse  semblable ,  que  lei 
fonctions  à^  x ,  y  ,  y  et  y",  qui  expriment  les  yaleurs  dci 
quantités  a,  b,  c  tirées  d'une  équation  •    '  •' 

et  de  ses  deux  dériyées 

dans  lesquelles  ces  quantités  sont  traitées  comme  constantes ,  ont 
des  dérivées  dont  les  rapports  sont  indépendans  de  la  fonction 
tierce  y**,  et  qui  sont  les  mêmes  que  si  on  ne  prenait  ces  dérivée! 
que  relativement  à  la  fonction  seconde  y,  parcequ*en  dési- 
gnant ces  fonctions  par 

<f(.^>y.y.y"),  4(*.^.y.^*)  et  l(.x,y,y,y), 

les  trois  équations 

fi^.y>y.y)=^.  4(*.j'.y.y)=ft,  ?(^,^,y,y)=«- 

où  a,  b.  c  seraient  des  constante?  arbitraires  y  seront  les  troiH| 

primitir*' 
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primitives  d*une  même  équation  du  .troisième  ordre ,  telle  que 

a  laquelle  les  dérivées  de  ces  équations  devront ,  parconsé^ 
qaenti,  satisfaire;  et  de  même  pour  les  fonctions  du  même 
genre  des  ordres  supérieurs.  Mais  on  peut  s*en  convaincre  en-< 
core  d'une  manière  plus  directe ,  que  voici  : 

En  dénotant  simplement  par  q>  et^j-  les  fonctions  c  (^yy^y^^ 
^{x^yy  y)  y  qui  expriment  les  valeurs  des  constantes  a  et  4 
tirées    de    T  équation 

F(x,y,ayb)z=zOy 

«t  de    sa  dérivée 

F'iXyyy^o, 

il  est  clair  que  l'équation 

F(x,y,<^y  4)=o 

sera  identique  ;  que ,  parconséquent ,  sa  dérivée 

FX^,y^  +  <f^^(<f)  +  4'^(4)  =  o 

aura  lieu  d'elle-même  ;  mais  on  a  déjà 

«donc  on  aura  séparément  ré'quation     -  .       ^ 

laquelle  donne 

<i'  __      F' (4) 

1      Or ,  comme  '^^  et  <p  ne   contiennent  que  x,  y  et  y^ ,  il  est 
)le  que  la  valeur  de  -p-  ne  sera  qu'une  fonction  du  pre-7 

ordre. 

.  ' ,      .... 

•  ■•  -^  '  ■'  ■     R 
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Ainsi,  dans  le  dernier  exemple,  où 

FÇ^x^y^a,  b)=:y+j^  —  aor  +  a*  —  6% 
tt  on  change  a  en  9,  et  A  en  4^  on  aura 

P  (.^>yp  <F>  4)  =y*  +  X*  —  îîxcp  +  ç*  —  4»; 

donc 

F'(<j.)  =  a(<}.— a:),    F'(4)=-a,|,; 

parconséquent 


comme  nous  Tavons  trouvé  par  une  autre  voie. 

De  même,  si  ç,  4>  5  sont  les  fonctions  de  x^y,  y  et 
qui  expriment  les  valeurs  des  constantes  a,  b,  c,  tirées  deTéqi 
tion 

et  de  ses  deux  dérivées 

en  substituant  ces  fonctions  à  la  place  de  a»  6,  c ,  on  aura 
équations  identiques ,  dont ,  parconséquent ,  les  dérivées  aux 
lieu  aussi. 

On  aura  donc,  en  premier  lieu, 
et ,  parconséquent  aussi 

mais  on  a  déjà 

FXx,y)^o; 

donc  on  aura  l'équation 
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Ensuite,  comme  l'équation 

ntient ,  outre  les  quantités  x,  y^  y,  les  trois  fonctions  ^ ,  4 ,  f , 
on  la  dénote  par/(x,  y,  y,  9, 4,  ^) ,  on  aura  aussi  l'équation 
antique 

y  parconséquent ,  la  dériyée 

f  (-r,  y,  y) + <pr  (i>)  +  4y'(4)  +  r/CS)  =  o  ; 

ais  on  a  déjà 

psqu'il  est  visible  que  f  {pc^y^^^  est  la  même  chose  que 
*  {x,y^  \  donc  on  aura  aussi  l'équation 

<f  (9) + 4'/'a) + r/cç) = o. 

M 

Si  on  combine  cette  équation  avec  la  précédente,  il  est 
BÎr  que,  puisque  les  quantités  %\  4^>  ^  °*y  ^^^  Q^'^  1^ 
limière  dimension,  et  en  multiplient  tous  les  termes^  il  est 

Wf ,  dis-je,  qu'on  en  tirera  les  valeurs  de-^  et  de  -^   en 

JIMbns  des  quantités  x,j^,y,  ^,  4  ^t  ^;  de  sorte  que  ces 
fictions  ne  passeront  pas  le  second  ordre  ,  et  ainsi  de  suite. 
&  les  fonctions  9  et  %j,  exprimaient  les  valeurs  des  constante» 
«t  h  tirées  de  l'équation  du  premier  ordre 

ipe  sa  dérivée 

aimerions  seraient  alors  du  second  ordre  ;  et  on  trouverait, 
'  le  même  raisonnement ,  que  le  rapport  —7  de  leurs  déri- 

'Y 

•,  fierait  exprimé  également  par  —  prh:  \  de  sorte  q[ue 


fi6o  CALCUL 

ce   rapport    fierait  une  fonction  du  second  ordre ^  et,  pi 
conséquent  ^   du   même  ordre  que  les  fonctions  ^  et  4. 

En  général^  il  résulte  de  Tanalyse  précédente  que  si  < 
4^^  r,  etc.  sont  des  fonctions  d'un  ordre  quelconque iq 
expriment  les  valeurs  des  constantes  a,  b,  c,  etc.^  tirées  d'ui 
équation  en  ^yyy^ ^y" y  etc. ,  a,  i,  c,  etc. ,  et  de  ses  déi 
vées  successives  ,  les  dérivées  de  ces  fonctions  auront  toujoi 
entr*elles  des  rapports  du  même  ordre  que  les  foncticMis  ell( 
mêmes. 

Je  dis  maintenant  que  si  des  fonctions  quelconques  * 
x,  y,j'',y,  etc.  sont  telles  que  leurs  dérivées  aient  entr'ell 
des  rapports  du  même  ordre  que  les  fonctions  elles-meme 
c'est-à-dire ,  dans  lesquels  il  n'entre  que  des  fonctions  de: 
Tées  de  y  du  même  ordre ,  ces  fonctions  pourront  toujoi 
exprimer  les  valeurs  d'autant  de  constantes  tirées  d'u 
équation  pnpuitive  et  de  ses  dérivées  successives;  et  il  s( 
alors  facile  de  retrouver  cette  équation  primitive  génératric» 

Car^  si  on  désigne  par  ^  ^  4^  ^>  ^^^*  ^^'  fonctions  dont 
s'agit,  et  que  M  y  iV,  etc.  soient  les  valeurs  des  rappoi 
des  dérivées  ^{,',  ^',  etc.  à  la  dérivée  ^ y  ces  valeurs  étan 
par  l'hypothèse,  des  fonctions  du  même  ordre  que  les  fon 
lions  données    ^,  4>  l>  ®^c*  >   ^^  aura^  donc    l'es  é'quatic 

4'  =  M^'y     i'  =  ^^^  etc. 

Supposons 

ç'=o, 

on  aura  donc  aussi 

donc 

ç=za,    4  =  *,  |=c,  etc., 

fl,  by  c,  etc.   étant    des  constantes. 

Ces  différentes  équations  seront  donc  autant  d*éq[uations  f 
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iitiyes  de  la  même  équation 

«lisqu elles  ont  lieu  en  même  tems  quelle  ;  parconséquent , 
lEl.  éliminant  de  ces  mêmes  équations , 

^  z=za,  -^^b  ,  5  =  c,etc., 


splus  hautes  fonctions  dérivées  de  la  variable  j' ,  on  aura  une 
^pation  primitive  d'un  ordre  inférieur  ,  qui  contiendra  les 
-c>n6tantes  a ,  i,  c,  etc.,  et  qui  sera  Téquation  primitive  gé- 
iératrice  de  la  forme 

l^où  résultent  les  fonctions  ^,  4>  ^>  ^^^'>     ^^  ^^s  prenant 

Kur  les  valeurs  des  constantes  a,  b,  c,  etc.  ,  tirées  de  cette 
nation  et  de  ses  dérivées  successives 

■^  (^>  J',  y  ./...)  =  o ,  F"  (x,^,/,/. . .)  =  o,  etc. 

Ainsi,  si  Ton  avait  entre  ces  fonctions  une  équation  quel- 
conque 
t  *(Ç>4>? )  =  o> 

||  que  l'on  reconnût  que  leurs  dérivées  ç^,  4'>  i'*  etc.  ont 
Bitr'elles  des  rapports  du  même  ordre  que  ces  fonctions^  on 
Rnrait  tout  de  suite  les  équations  primitives 

f  -ziz  a ,  4  =  i>  $  =  c,  etc. ; 

:et  de   là   l'équation  primitive  principale 

F{x^,y,y,y" . .  .a,  b,  c,  etc.)  =  o, 

laquelle  les  constantes  a,  b,  c^  etc.  seraient  arbitraires , 
►rs  une  qui  devrait  être  déterminée  par  Féquation  donnée^ 
[ueUe  se   réduit  alors  à 

^  (a,  6,  c. . .)  =0. 

On  aurait  ensuite  l'équation  primitive  singulière  par  les  mé- 
eiiodes  eixposées  plus  haut. 
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Par  exemple^  si  en  proposait  Téquadon  du  premier  ordre' 

sans  qu*on  sût  que  les  deux  quantités  qui  sont  sous  la  foso< 
tien  peuvent  exprimer  les  constantes  tirées  d*une  équation  pri^ 
mitiye  et  de  sa  dérivée ,  on  examinerait  d*abord  leurs  ièA* 

vées,  qui  sont  i^f^+yf  et  /  l/(i  -f/O  +  ^/(?Sy«){ 

comme  celle-ci  se  réduit  èi-^-—^ — .  vi/  >  on  voitd*. 

que  son  rapport  à  la  première  sera  exprimé  simplement 

■      \.-/>N  >  sans  que  la  fonction  seconde  y"  puisse  y 

On  est  donc  assuré  par-là  que  les  deux  fonctions  a:  +  j^ 
y  K  (l'+y*)  peuvent  provenir  d'une  équation  primitive  qu' 
trouvera  en  faisant  les  deux  équations 

et  éliminant  y ^  ce  qui  donne  celle-ci, 

y  +  (a-^)*=*% 

laquelle  coïncide  avec  celle  d*où  nous  avions  déduit  les 

pressions  de  a  et  b  dans  le  dernier   exemple. 

,     Maintenant    Téquation    proposée     deviendra     simple 

*(a,  i)  =  o, 

par  laquelle  on  déterminera  6  en  a  ;  de  sorte  que  Téquatioii 
précédente  ne  contiendra  plus  que  la  constante  arbitraire  a^ 
et   sera  alors    la  primitive  complète  de  la  proposée. 

On  pourra  tirer  de  là  la  primitive  singulière ,  en  éliminant 
au  moyen  de  la  dérivée  prise  par  rapport  à  a  seul,  suivant 
méthode  de  la  leçon   quinzième,   ou  bien  il  n'y    aura  qui 
éliminer  y'  de  la  proposée ,  au  moyen  de  sa  dérivée  prise  pi 
rapport  à  y  seule ,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut  reM?T 
vement  aux  équations  de  ce  genre.  1 


/ 
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LEÇON    DIX-SEPTIEME. 

différens  Problèmes  relatifs  àla  Théorie  des 
Équations  primitives  singulières. 

.ESQUE  dès  la  naissance  du  calcul  différentiel ^  il  s'est 

inté  aux  géomètres  ,  des  problêmes  qui  dépendent  de 

théorie^  et  qu'ils  ont  résolus  par  des  artifices  particuliers. 

ibnitz  ,  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Nova  calculi  diffe- 
alis  appUcatio ,  et  inséré  dans  les  Actes  de  Leipsick  de 
(  Voyez  le  n®  LXI  de»^  (Kuvres  de  Jacques  Bernoulli  ) , 
e  la  manière  de  trouver  la  courbe  formée  par  Fintersec- 
continuelle  d*une  infinité  de  courbes  renfermées  dans  une 
e  équation ,  en  faisant  varier  ^ans  cette  équation  le  pâ- 
tre qui  les  différencie ,  ce  qui  produit  une  nouvelle  équa- 
par  laquelle  on  a  une  valeur  du  paramètre  en  fonction 
©ordonnées ,  et  cette  valeur  étant  substituée  dans  Féqua- 
proposée  ,  donne  tout  de  suite  une  équation  finie  pour  la 
be  cherchée. 

applique  ensuite  cette  méthode  à  une  question  qu'on 
•dait  alors  comme  très-difficile  >  et  qui  consiste  à  trouver 
mrbe  dont  les  normales  ou  perpendiculaires  ont  une  re^. 
a  donnée  avec  les  parties  de  l'axe ,  interceptées  entre  l'ori- 
des  abscisses  et  les  normales. 

dbnitz  considère  cette  courbe  comme  formée  par  Tin- 
ction  continuelle  d'une  infinité  de  cercles  qui  ont  leurs 
res  sur  l'axe  ;  alors  les  rayons  de  cercles  deviennent  les 
lales  à  la  courbe ,  et  la  relation  donnée  par  le  problême  ^ 
i  les  normales  et  les  parties  correspondantes  de  l'axe.,  a 
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lieu  entre  les  rayons  et  les  abscisses  qui  répondent  ault  centres 
des  cercles. 

Nommant  x,yles  coordonnées  du  cercle  ,  a  Tabscisse  qtà 
répond  au  centre ,  et  6  le  rayon ,  on  aura 

y  +  (a  — x)»=:ft»; 
savoir, 

pour  réquation  du  cercle* 

Maintenant  l'équation  proposée  entre  6  et  a ,  donnert  1 
en  fonction  de  a;  il  ne  restera  ainsi  que  le  paramètre  a ,  qioà 
déterminera,  comme  on  vient  de  le  dire,  et  l'équation  en  x 
et  y  deviendra  alors  celle  de  la  courbe  formée  par  l'inter- 
section de  tous  les  cercles ,  et  aura  ,  parconséquent^  la  pro- 
priété demandée. 

Supposant,  avec  Leibnitz,  que  l'équation  entre  a  et  6  soit 
celle  de  la  parabole 

k  étant  une  constante;  l'équation  en  x^y  et  a,  sera 

j^  +  a;*  —  aox  +  û* — ûft  =3  o . 

Faisant  varier  a  seul  suivant  la  notation  du  calcul  diffé- 
rentiel, on  a 

(— ax  +  aa  — ft)da=o; 

d'où  l'on  tire 

ft-|-  ax 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  on  ^t^' 

y*  —  kx 7  =  o 

pour  la  courbe  cherchée,  qu'on  yoit  être  aussi  une  iiairabolè< 
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On  peut  s*a8surer  à  posteriori ,  que  cette  courbe  résout 
e  problème. 

En  effet ,  on  sait  que  y  étant  l'ordonnée  qu'on  regarde 
comme  fonction  de  l'abscisse  jc  ,  la  fonction  prime  y  exprime 
le  rapport  de  Tordonnée  à  la  sous-tangente ,  lequel  est  le 
même  que  cel^  de  la  sous-normale  à  l'ordonnée;  de  sorte 
que  yy^  est  l'expression  de  la  sous-normale;  parconséquent 
yl/(i-f-y*)  sera  celle  de  la  normale,  et  a; +^' celle  de 
la  partie  de  l'axe  comprise  entre  l'origine  et  la  normale. 
i^Foyez  la  seconde  partie  de  la  Théorie  des  Fonctions  anœ- 
ifliques^. 

Or,  l'équation  qu'on  vient  de  trouver ,  donne 


'-- 

«t: 

f  prenant 

la  dérivée 

y 

2)^  — *'■ 

do] 

ac  la  normale  sera 

• 

i/(*^+~). 

ît 

la  partie 

de  l'axe 

sera 

Iciquelle   étant  multipliée    par  «  ,  devient  comme  l'on  voit , 
égale  au  carré  de  la  normale. 

Le  problême  est  donc  résolu  de  cette  manière;  cependant 
On  doit  être  surpris  que  Leibnitz  n'ait  pas  remarqué  que  sa 
^lution  n'admet  point  de  constante  arbitraire  dans  l'équation 
^e  la  courbe  ,  tandis  qu'il  est  évident  que  le  problème  conduit 
naturellement  à  une  équation  différentielle,  dont  l'intégrale 
^e  peut  être  complète  que  par  l'introduction  d'une  constante 
^bitraire. 
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En  effet ,  nommant  a  la  partie  de  Taxe  qui  répond  à 
normale,  etb  la  normale,  on  a^  comme  on  vient  de  le  yo 
les  expressions 

donc,  si  on  veut  que  6= Fa,  on  aura  Téquation  dérivée 

dont  il  faudra  cherc'  er  Téquation  primitive. 

Suivant  la  notation  du  calcul  différentiel,  on  aurait  ai 
tégrer  à  Féquation  diQ*érentielle 

* 

Dans  l'exemple  proposé,  on  a 

bz=zak, 

parconséquent , 

Fa=  i/(ah)  , 

et  l'équation  dérivée  devient 

yi/(i+y*)=v/(x+>y)ft. 

Si  on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  yy\  on  a 


ou  bien 


Divisant  toute  Téquationpar  a  v^  (  "7  "^"  ^^— ^  J>onau 


2 


j/(-j^+Ax--y) 


+  13=0, 
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éqaation  dont  la  primitive  est  visiblement 

h  étant  une  constante  arbitaire. 
Cette  équation  devient^  en  faisant  disparaître  le  radical, 

!!l^hx—y*  =  ih—xy, 

équation  au  cercle 
Si  on  fait 

k  =  a , 

a  étant  la  constante  arbitraire,  on  a  celle-ci, 

^*  -|-  a?* —  Qax  +  a*  —  aft  =:  o. 

Cette  équation  est,  comme  Ton  voit,  la  même  que  Té- 
Juation  au  cercle  dont  Leibnitz  a  tiré  sa  solution  par  la 
variation  de  a  ;  ainsi  on  peut  dire  que  Téquation  au  cercle , 
ians  laquelle  a ,  abscisse  qui  répond  au  centre ,  est  la  cons- 
tante arbitraire ,  et  dont  le  rayon  est  \/ak ,  est  Téquation 
primitive  qui  résout  le  problême  dans  toute  sa  généralité  : 
il  est  évident ,  en  effet ,  que  tout  cercle  dont  le  centre  sera 
5ur  Taxe ,  et  dont  le  rayon  aura ,  avec  la  distance  du  centre 
^  Torigine  des  abscisses ,  la  relation  qu'on  suppose  entre  la 
Normale  et  la  partie  de  Taxe  correspondante  ,  satisfera  à 
'^  question. 

Uéquation  à  la  parabole ,  trouvée  par  Leibnitz ,  ne  peut 
ionc  être  qu'une  équation  primitive  singulière  ;  en  effet,  en 
prenant  dans  la  même  équation  au  cercle ,  les  fonctions  dé- 
ivées  relativement  à  la  constante  arbitraire  a,  comme  on  Ta 
'Dseigné  au  coAmencement  de  la  leçon  quinzième ,  on  a, 
'équation 

— ar -f- aa  —  i»  =  0, 
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laquelle  donne 


-'•.i*. 


a—  , 


valeur  qui ,  étant  substituée  dans  l'équation  au  cercle ,  donne 

y_ftx— —  =o, 

comme  Leibnitz  Ta  trouvé;  d'où  Ton  doit  conclure  que  la 
solution  de  Leibnitz  n'est  donnée  que  par  l'équation  pri* 
mitive  singulière. 

On  a  vu  que  Leibnitz  avait  déduit  sa  solution  de  la 
considération  de  la  courbe  formée  par  l'intersection  continuelle 
de  tous  les  cercles  que  l'on  aurait  en  faisant  varier  conti- 
nuellement la  constante  a  ;  c'est ,  en  effet ,  une  propriété 
générale  des  équations  primitives  singulières  ,  d'appartenir 
aux  courbes  formées  par  l'intersection  continuelle  des  courbéS 
représentées  par  l'équation  primitive  complète,  en  faisantvarier 
continuellement  la  constante  arbitraire  qui  différencie  toutes 
ces  courbes. 

Comme  cette  propriété  est ,  pour  ainsi  dire ,  la  caracté- 
ristique de  cette  espèce  d'équations  primitives,  il  est  inté- 
ressant d'en  avoir  une  démonstration. 

Pour  cela,  on  remarquera  que  la  courbe  formée  par  l'in- 
tersection continuelle  d'une  série  de  courbes  infiniment  peu 
différentes  l'une  de  l'autre ,  n'est  autre  chose  que  la  courbe 
qui  embrasserait  ou  toucherait  toutes  ces  courbes  ,  et  qui 
aurait ,  parconséquent ,  dans  chacun  de  ses  points ,  une  tan- 
geiite  commune  avec  une  de  ces  mêmes  courbes. 

Or  ,  soit 

F{x,y,a)=zo 

l'équation  générale  des  courbes  dont  il  s'agit  ,  a  étant  le 
paramètre  qui  est   constant  dans  chacune  d'elles,  mais  qui 
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Tarie  de  l'une  à  Tautre  ;  comme  la  courbe  qui  doit  les  em- 
brasser ;  a  un  point  commun  avec  chacune  de  ces  courbes  y 
elle  aura  aussi  les  mêmes  coordonnées  oc  ^y ,  et  la  même 
équation  entre  ces  coordonnées  ;  mais  avec  cette  différence 
que  le  paramètre  a  sera  variable  dans  Téquation 

tant  qu'elle  appartiendra  à  la  courbe  qui  embrasse  toutes 
les  autres. 

De  plus ,  il  faudra  que  la  position  de  la  tangente  soit  la 
même  dans  la  courbe  où  a  est  constant ,  et  dans  celle  où  a  est 
variable. 

Or,  on  sait  que  cette  position  ne  dépend  que  de  la  fonction 

pnmey .  puisque  ^  est  l'expression  de  la  sous-tangente  ;  donc 

il  faudra  que  la  valeur  de^ ,  tirée  de  la  dérivée  de  Téquation 

«oit  la  même ,  soit  qu'on  y  regarde  a  comme  constante  ,  soit 
qu'on  la  regarde  comme  une  variable  fonction  de  x;  ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu ,  à  moins  que  la  partie  de  la  fonction 
dérivée  relative  à  a  ,  ne  soit  nulle. 

Cette    partie  est  ,    suivant  la  notation  adoptée  ,   F'  (a)  ; 
donc  on  aura  l'équation 

F'(a)  =  o, 

laquelle  servira  à  déterminer  a  en  o^et^.  Or,  cette  équation 
est,  comme  Ton  voit,  la  même  que  celle  qui  donne  l'équa- 
tion primitive  singulière  ,  lorsque 

est  l'équation  primitive  ordinaire ,  dans  laquelle  a  est  la  cons- 
tante arbitraire,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  citée. 
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Donc  Tidentité  de  Téquation  primitive  singulière  et  de 
l'équation  de  la  courbe ,  qui  embrasse  toutes  celles  qui  sont 
comprises  dans  Téquation  primitive  ordinaire ,  est  démontrée, 
et  résulte  des  principes  mêmes  de  la  chose. 

Cette  considération  géométrique  est  très-importante  pour 
la  théorie  des  équations  primitives  singulières;  elle  sert  a  Uer 
entre  elle»  les  courbes  représentées  par  Féquation  primitive 
ordinaire ,  et  par  Téquation  primitive  singulière ,  comme  le 
principe  analytique  qui  sert  de  base  à  cette  théorie ,  sert  à 
lier  entre  elles  ces  mêmes  équations  par  la  variation  de  la 
constante  arbitraire. 

Ainsi  le  problême  analytique  que  nous  avons  résolu  an 
commencement  de  la  leçon  précédente ,  se  réduit  à  trouver 
des  courbes  qui ,  ayant  un  paramètre  variable  ,  puissent 
former,  parleur  intersection  mutuelle,  une  courbe  ordonnée. 

On  peut  donc  présenter  ce  problême  ainsi  : 

Ayant  deux  courbes  dont  les  équations  soient  données,  et 
dont  Tune  contienne  deux  constantes  arbitraires^  trouver  la 
relation  nécessaire  entre  ces  deux  constantes  ,  pour  qu'en 
faisant  varier  celle  qui  demeure  arbitraire ,  on  ait  une  infinité 
de  courbes  du  même  genre,  qui,  par  leur  intersection  conti- 
nuelle ,  forment  toujours  Tautre  courbe  donnée. 

Pour  le  résoudre ,  il  n'y  aura  qu'à  chercher ,  par  les  mé- 
thodes exposées  dans  la  leçon  précédente,  la  relation  entre 
les  constantes  a  et  &  de  l'équation  donnée 

F(x,y,a,i)  =  o, 

pour  qu'à  cette  équation  ,   regardée    comme    une    équation 
primitive   ordinaire ,  réponde   l'équation  piimitive  singulière 

qui  sera  Câlle  de  la  courbe  qui  doit  être  formée  par  Tinter- 
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section  continaelle  des'  coarbes  données  par  l'autre  équation. 

Lie  problême  résolu  par  Leibnitz,  Ta  été  aussi  par  Jean 
^emoulli^  dans  ses  leçons  xle  Calcul  intégral  (tom.  III  des 
ouvres  de  Jean  Bernoulli ,  legon  XIV) ,  mais  par  un  autre 
voie  qui  l'a  conduit  au  même  résultat.  En  considérant  deux 
normales  infiniment  proches,  il  observe  que  Taccroissement 
infiniment  petit  de  la  normale,  est  à  Taccroissement  de  la 
l^artie  de  l'axe  qui  répond  à  la  normale ,  comme  la  partie  de 
ffaxe  comprise  entre  l'ordonnée  et  la  normale ,  est  à  la  normale 
inême  ;  ce  qui  est  facile  a  voir  par  la  similitude  des  triangles. 

n  a  ainsi,  suivant  l'esprit  du  calcul  différentiel ,  en  nommant^ 
€omme  plus  haut ,  a  la  partie  de  Taxe  qui  répond  à  la  normale  » 
•t&la  normale  même^  l'équation 

db a — X 

d'un  autre  côté,  la  considération  du  triangle  rectangle  dont 
iest  l'hypotfaénuse,  et^eta — x  les   deux  côtés  ^   donne 

De  ces  deux  équations  il  tire 

bdb  ,    ,/        db^\ 

Or  les  conditions  du  problême  donnent  b  en  fonction  de  a; 
^nsi  on  aura  x  et  j^  en  fonction  de  a,  et  chassant  a,  on  aum 
Inéquation  de  la  courbe  cherchée  en  crety. 

En  supposant,  comme  dans  l'exemple  de  LeiA/ute, 

^n  a 

db      1    ./k 


db       1    ^/k\ 
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donc ,  faisant  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  x  tts/} 
on  aura 

d'où  éliminant  a  ^  il  vient 

Je" 

pour  r  équation  de  la  courbe  cherchée ,  qu'on  voit  être  la  même 
parabole  que  Leibnitz  avait  trouvée  par  une  méthode  tout-à- 
fait  différente. 

Telle  est  la  solution  de  Jean  Bernoulli ,  qui  coïncide , 
comme  on  le  voit,  avec  celle  de  Leibnitz  y  et  sur  laquelle, 
parconséquent ,  on  peut  faire  les  mêmes  observations. 

D'abord  on  peut  être  étonné  que  Bernoulli  n'ait  pas  re- 
,  marqué  que  ce  problême  appartient  essentiellement  à  la  méthodo 
inverse  des  tangentes  ,  et  que ,  parconséquent ,  la  solution 
générale  dépend  d'une  intégration  qui  doit  nécessairement 
introduire  une  constante  arbitraire  dans  l'équation  entre  xetj7 
et  cela  peut  surprendre  d'autant  plus  ,  qu'il  avait  donné 
auparavant,  dans  les  mêmes  leçons,  les  expressions  différen- 
tielles de  la  normale  et  de  la  sous-normale,  et  que  le  problème 
ne  consiste  qu'à  établir,  entre  ces  quantités,  une  relation 
donnée. 

Ensuite  il  est  clair,  par  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  que 
la  solution  de  Bernoulli  dépend  d'une  équation  intégrale  ou 
primitive  singulière  \  et  pour  le  démontrer  par  sa  propre  analyse, 
il  suffit  de  considérer-  qu'on  aura  directement  l'équation  enx 
et  y ,  en  substituant  la  valeur  de  è  en  a  donnée  par  le  problème 
dans  les  deux  équations  ' 

db      c— X 
et  éliminant  ensuite  a. 
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ces  ieux  équations  deviennent 

b  première  donne 

-=:a— 0?;  donc  a=:a?H : 

a  _         a 

"     -     ■   ■    * 
ce  qui  éfauit  substitaé  dans  la  seconde^  on  a 

feomme  on  Ta  trouyé» 

Qr,  je  remarque  que  Téquatiôn  difféfentleOv 

■'  ■  '     ' 

-=-= — t — •   ouWft==:(a'— a?)cïti 


1 .. 


liW  àiàré  jchose  que  la  ditfi^rentiie3I«  de  l'autre 

en  faisant  varier  seulement  a  etb. 

Ainsi,  comme*  est  supposé  finotiop  dp  «j  Jfi.fqÏBjfap  jf 
réduit  à  faire  varier  a  seul  dans  l'équation 

Rt  à  éliminer  ensuite  a  au  moyen  de  cette  nouvelle  équation , 
:e  qui  revient ,  comme  ^Q^  voit ,  m  procédé^  l^si^ifz^ 


I 
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puisque  Téquation  est  la  même  que  son  équation  au  cercU  r  ' 
on  voit  aussi  que  ce  procédé  coïncide  avec  celui  qui  donne  ^ 
l'équation  primitive  singulière  de  Téquation  dérivée  ou  diffé- 
rentielle y  dont  la  même  équation 

.fierait  Téquation  primitive^  a  étant  la  constante  arbitraire. 

On  aura  donc  cette   équation  dérivée  y  en  éliminant  a  de 
Téquation  primitive  par  le  moyen  de  sa  dérivée 

ou  bien  en  déterminant  aet  b,  par  le  moyen  de  ces  deux 
équations ,  et  substituant  leurs  valeurs  dans  celle  qui  renferme 
la  relation  entre  les  quantités  a  et  b,  donnée  par  les  conditions 
du  problême. 

Or  ces  équations  donnent 

expressions  qu'on  voit  être  les  mêmes  que  nous  avons  trouvées 
plus  haut  pour  la  normale  b  y  et  pour  la  partie  de  l'axe  a  qui 
répond  à  '  cette  normale  ;  de  sorte  que  si  la  relation  entre 
ces  deux  quantités  est  représentée  ,  en  général ,  par 

réquation  dérivée  qui  répond  à  la  primitive 
•era 

^[.^+yy>  Vy  (1  -hy'03=o.  ï 

C'est  l'équation  générale  du  problême  de  Leibnitz  et  do  i 
Bernoulli^  dont  ils  ont  trouvé  Tun  et  l'autre^  par  des  méthodefi* 
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diflférentes ,  Té^uation  primitive  singulière  ^  sans  se  doutei;  d^ 
Vespèce  de  contradiction  que  leurs  solutions  présentaient  avec 
les  principes  mêmes  du  calcul  différentiel. 

Avant  de  tjuitter  cette  analyse.,  ii  est  bon  de  montrer  à 
fdori  y  pourquoi  les  eii^pressions  des  constantes  a  et  ^ ,  tirées 
de  Tequation  au  cercle  ,   ,  ;..,./. 

et  de  ^  dérivée 

sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  trouve  pour  la.  norinde  et 
pour  la  partie  correspondante  de  Taxe  ,  dans  une  courbe  quel- 
conque rapportée  aux  coordonnées  a:,^. 

Si  Ton  conçoit  un  cercle  qui  touche  une  courbe  dans  un 
point,  il  est  clair  que  son  rayon ^  dans  ce  point,  deviendra 
la  normale  à  la  courbe.  Or  Téquatioa.  idont.il  s'agit.,,  est , 
comme  nous  l'avons  déjà  vu ,  celle  d'un  cercle  dont  le  centre 
est  dans  l'axe  et  répond  à  rabscissccf,  et  dont. le  rayon  estô; 
et  pour  que  le  cercle  touche  une  courbe  donnée  ,  il  faut 
premièrement  qu'il  ait  un  point  commim  avec  ^edlie  ^  danë 
lequel,  parconséquent,  les  coordonnées.x ,  jr  seront  les  mêmes  ; 
il  faut  ensuite  que  la  valeur  de  jf''  soit  aussi  la  même  dans 
le  cercle  et  dans  la  courbe,  cbirimendtfs  l'avons  démontré 
rigoureusement  dans  la  seconde  p^^tie  de  la  Théorie  des 
fonctions  analytiques  :  aînçi ,  pouf  i^e  b  devienne  la  normal© 
à  la  courbe,  et  que  a  soit  la  partie  ^de  l'axe,  qui  .jç  répond, 
il  faudra  que  1  équation 

et  sa  dérivée ,  prise  en  regardantii  eti  comme  constante^'l 

'•     ■ 
lient  lieu  en  même  temps,  par  report  aux  coordon;nées  x,^ 
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de  la  courbe  ;  d*où  Von  tîre^  pour  aetb,  les  Talenrs  donnéet 
d-dessus. 

Les  solutions  de  Leibnitz  et  de  Jean  BemoulU  ofirent  lei 
piremiets  exeteples  des  équations  primitives  singulières  -,  mais 
Tàilor  est  peut-être  le  premier  qui  ait  trouvé  directement  i 
une  équation  primitive  singulière  d'aprèd  Téquation  dérivée^  \ 

Dans  son  ouvrage  intitulé  Methodus  incrementorum ,  qui 
a  paru  en  171 5,  Tailor  étant  parvenu  (pog".  27),  pour  la 
solution  d'un  problème,  à  cette  équation  différentielle  (j'emploie 
ici  y  pour  plus  de  commodité ,  la  notation  diiSerentielle  à  la 
place  de  la  notation  fluxiounelle  des  Anglais,  ces  deux  notationi 
é)l[primant  la  même  chose  dans  le  fond) , 

dans  laquelle  y  est  fonction  de  s,  il  la  différencie ,  en  faisant 
<Zt  constant  et  il  obtient  l'équation , 

•   m 

d-oà  d  iSre 

d*y=D,  <5u  ay— (i+ï*)^=o. 


«j     • 


dernière  équation, dpnne 

éè  qui  réduit  là  proposée 'à" 

savoir.  ^  /^ 

qui  est,  dit-il ,  singulqris  quœdank  sobuio  problemalU. 

Considérons  l'autre  équation  cPy  =  6 ,  où  dz  est  constant, 
falprenààlsuccewivêineit  W  dettfcpriaiftIycrbWBtégmJWj 
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•ù  a  et  ft  sont  deux  constantes  arbitraires  ;  mais  la  proposée 
n'étant  que  du  premier  ordre  ne  comporte  qu'une  seule  ar-- 
bitraire ,  il  faut  donc  y  substituer  cette  valeur  de  y  pour  avoir 
la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  a  et  A;  et  pour  cela  il 
suffit  de  supposer  par  tout  2=0^  auquel  cas  on  a 

et  l'équation  devient 

donc 

et  parconséquent 

H  est  évident ,  par  ce  que  nous  avons  démontré  dans  les 
dernières  leçons^  que  la  solution  que  T^zf /or  nomme  singulière^ 
n'est  autre  chose  qu'une  équation  primitive  mgalièr«  da 
Téquation  du  premier  ordre 

dont 

est  l'équation  primitive  complète  ;  car  la  dérivée  de  cette 
é^ation  du  premier  ordre  étant  ^  en  faisant  z^  =:  1  ^ 

le  facteur  du  premier  ordre  —  aay  +  a  (  1  +  z*  )y  donnera 
l'équation  primitive  singulière  ^  et  Tautre  facteur  y  donnei;a 
l'équation  primitive  complète  ^  comme  nous  l'ayons  moâtré 
dans  la  leçon  seizième. 

On  peut  aussi  tirer  la  première  de  la  seconde ,  par  les 
principes  exposés  dans  la  leçon  quinzième  :  car  T  équation 
primitive  complète  étant 

y  =  a  +  z  1/(1— aO 


ûtS  calcul  y 

•a  dérivée  relative  à  a  sera  '  ^ 


za 


■c 


1/(1— a*)* 
éliminant  a  de  ces  deux  équations  ^  on  a 

Long-temps  après  9  en  i734>  Claircait,  en  résolvant  quelques 
problêmes  sur  des  courbes ,  fut  conduit  à  une  équation  diffé- 
rentielle^ dont  il  obtint  aussi  deux  intégrales  différentes  pv 
le  moyen  de  la  différenciation;  il  était  parvenu  i  ces  deux 
équations 

(a:  — u)  Uu  =:y — ^ii,  etdyr=:Uudx, 

Jlu  et  Oa  étant  des  fonctions  données  d'une  variable  u  qu'il 
«^agissait  d*éliminer. 

L'élimination  étant  impossible  en  général  ^  il  eut  l'idée 
heureuse  de  différencier  la  première ,  et  d*y  substituer  la 
valeur  de  dy,  tirée  de  la  seconde  ;  on  a  ainsi  cette  équation 

(nu — un'w— ♦'u)du  =  o; 

d*où  Ton  déduit  deux  valeurs  de  u,  Tune  donnée  par  l'équatiûQ 

riu— un'tt — ♦'u  =  o; 

Tautre  par  l'équation 

dtt=o, 

laquelle  donne  par  l'intégration 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Ces  deux  valeurs  de  u ,  étant  substituées  dans  la  première 
équation 

(x — u)nu=y— ♦tf, 

donneront  deux  intégrales  en  a;  et  ^^  Tune  sans  constante  ar- 
bitraire ^  l'autre  avec  la  constante  arbitraire  a,  et  qui  sera 

(x  — a)  Ua=iy^Oa, 
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laquelle  ne  représente^  comme  l'on  voit ,  que  des  lignes  droites. 

Clcdraut  examine  ensuite  quelques  cas  particuliers  du  même 

problême ,  où  il  fait  voir  comment  le  calcul  intégral  ne  donna 

Jamais  que  les  lignes  droites  exprimées  par  l'équation  générale 

xXla  —  alla  =sy  —  *a , 

et  comment  les  équations  trouvées  par  la  première  méthode  ^ 
échappent  à  l'intégration. 

u  J'ai  été  bien  aise,  dit-il,  de  montrer  cette  singularité 
de  calcul ,  qui  s'est  présentée  d'elle-même  ;  on  pourrait  l'é- 
noncer ,  indépendamment  du  problème  présent ,  de  cette 
manière  : 

7>  jri  y  a  des  équations  différentielles  capables  d'avoir  deux 
solutions  différentes  l'une  de  l'autre ,  dont  l'une  (  et  même 
dans  ce  cas-ci  la  plua  générale)  n'a  pas  besoin  du  calcul 
intégral;  telles  sont  les  équations 

xdydx-^dy^  ss^doc*  —  dydx, 
à  laquelle 

i^=a;*4-3x-f-  1,  ctfloji— ax=— i^+  1  —a* 

satisfont  également;  et 

ady^  +  ^dy*  "^ydydx = xdxdy  -^ydjc^, 

qui  donne  pour  solutions 

-^_|/y=i/4a,  et  by—iibx  +  aby=—4a 

oO  Cx  -V^ 
y)  En  général ,  — ^ — ^^*n^  =  ^  ^°c  fonction  quelconque  de 

X  ,y,  dx,  dy  serait  de  cette  nature  ;  intégrée  ,  elle  donnerait 
une   équation;  et,  sans  aucune  intégration, 

^{x,y)=o 
serait  l'autre.  >i 

Foyez  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  pour  1734  « 
p.  ai3. 
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En  rapprochant  ces  différentes  solutions  de  notre  lihéorie, 
il  est  évident  que  celles  qui  ne  renferment  point  de  constante 
arbitraire ,  ne  sont  que  des  équations  primitives  singulières  ^ 
et  que  les  autres ,  qui  contiennent  une  constante  arbitraire, 
sont  les  équations  primitives  complètes  ;  mais  Clairaut  a  tort 
de  regarder  ces  dernières  comme  moins  générales,  parcequ'elki 
ne  représentent  que  des  lignes  droites. 

A  regard  de  Téquation  différentielle 

on  ne  peut  pas  dire,  en  général,  avec  Clairaut ^  que  Té* 
quation  finie 

est  de  la  même  nature  que  les  intégrales  qu'il  avait  trouvéeâ 
auparavant  sans  constante  arbitraire  ;  car  cette  intégrale  peot 
être  une  équation  primitive  singulière  ,  ou  simplement  un  cas 
particulier  de   l'équation  primitive  complète. 

Car  si  on  fait,  pour  abréger, 

et  qu'on  suppose   qu'ayant  tiré  de  cette  équation  la  valeur 

de  ^  en  z,  on  la  substitue  dans  la  fonction  F  (  x,y,  ;/  J*  ^^  ^^^^ 
une  équation  en  a:  et  2i  de  la  forme 

ou  bien 

Pour  que  25  3=  G  soit  une  équation  primitive  singulière,  il  \ 
faudra  que  2=0  donne 


\ 
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«omme  nous  Favons  vu  dans  la  leçon  seizième  ;  or,  en  prenant 
la  dérivée  de  l'équation  précédente  y  on  verra  que  cette 
<K)ndition  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  zz^o  donnera 

Dans  les  antres  cas  ,  Téquation  a  =  o  ne  pourra  donc  être 
qu'un  cas  particulier  de  l'équation  primitive  complète. 

En  effet ,  en  regardant  d'abord  z  comme  très-petite ,  et  né- 
^igeant£  dans  la  fonction /(x,  2>  ^O^  o^  ^ur^  simplement 

d'où  l'on  tire 

et  prenant  les  fonctions  primitives 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

Je  dénote  par^"^  avec  un  trait  placé  au  bas  de  la  carac- 
téristique/i  la  fonction  primitive  dénotée  par  la  simple  carac- 
téristiquey";  on  pourra  de  même  dénoter,  dans  l'occasion, 
parjr^la  fonction  primitive  dey,  parj',,  la  fonction  primitive 
i^y,y  c'est-à-dire ,  la  fonction  piimitivc  seconde  dej^,  et  ainsi 
des  autres.  Cette  notatioh ,  que  j'avais  déjà  proposée  dans 
louvrage  sur  la  Résolution  des  Equations  numériques  ,  me 
paraît  aussi  propre  pour  désigner  les  fonctions  primitives  ^ 
que  la  notation   ordinaire  l'est  pour  les  fonctions  dérivées^ 

Maintenant  il  est  clair  que ,  dans  l'équation 

On  aura 

2  =  0, 

&n  faisant  la  constante  k  infinie  ,  puisque 

/q= 00. 
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Ainsi 

4  =  0 

•era  alors  un  cas  particulier  de  l'équation  primitiTe  complète. 

Euler  avait  aussi  trouvé  ^  dans  sa  Mécanique  ^  diffeRni 
exemples  de  cette  duplicité  d*intégra]es  ;  il  avait  même  donné 
des  règles  pour  les  découvrir  dans  quelques  cas  ,  comme 
on  le  voit  dans  les  articles  268  ^  SoS,  335  du  second  tome 
de  la  Mécanique }  mais  ce  n*est  que  plusieurs  années  après 
qu*îl  s*est  occupé,  ex  professa  ^  de  cette  partie  du  calcul  intégral 
dans  un  Mémoire  intitulé  ;  Exposition  de  quelques  Paradoxes 
du  calcul  intégral  y  et  imprimé  dans  le  Recueil  de  tAcadémk 
de  Berlin  pour  1766. 

Dans  ce  Mémoire,  Euler  se  propose  diiFérena  problêmes 
relatifs  aux  tangentes ,  qui  conduisent  naturellement  à  des 
équations  dilFérentielles  ,  et  il  remarque  qu'ils  on{  chacua 
deux  solutions ,  dont  Tune  résulte  de  l'intégration ,  et  admet, 
parconséquent ,  une  constante  arbitraire^,  et  dont  Tautre  est 
indépendante  de  l'intégration,  et  peut  se  trouver  même  par 
la  diiFérenciation   de  Téquation. 

Voici  un  de  ces  problêmes.  On  demande  une  courbe  telle , 
que,  tirant  de  deux  points  donnés  des  perpendiculaires  sur 
une  quelconque  de  ses  tangentes,  le  produit  de  ces  perpen» 
diculaires  soit  une   quantité  constante. 

Faisons  passer  l'axe  des  abscisses  par  les  deux  points  donnés, 
et  soient  petq  les  deux  abscisses  qui  répondent  à  ces  points, 
et  t  la  sous-tangente  à  un  point  quelconque  ,  c'est-à-dire ,  la 
partie  de  Taxe  comprise  entre  la  tangente  et  Tordonnéejr, 
on  aura  t — x  pour  la  partie  comprise  entre  la  tangente  et 
l'origine  des  abscisses  ;  donc  t— a;-4-p  ett — x  +  ç  seront  les 
parties  de  Taxe  comprises  entre  les  deux  points  donnés  et 
la  tangente. 

Ayant  abaissé  de  ces    points  des  perpendiculaires  snr  li 
tangente,  on  formera  par  là  deux  triangles  rectangles  sem-jr 


\ 
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blables  au  triangle  rectangle  formé  par  la  tangente^  Tordonnée 
y  et  la  sous-tangente  t-,  il  est  visible  que ,  dans  ces  triangles, 
les  lignes  ^— x+p,  t — a:+^  répondront  à  la  tangente  même 
qui  est  |/  (y* -Ht*),  et  que  les  perpendiculaires  dont  il  s*agit 
répondront  à  l'ordonnée j^  ;  de  sorte  qu'on  aura  pour  cet 
perpendiculaires^  les  valeurs 

çt^x+p)y      {t—x+q)y 
parconséquent  Téquation  du  problême  sera 

k  étant  une  constante  donnée. 

Or  ,  le  rapport  de    l'ordonnée   à  la   sous-tangente  étant 
exprimé  par  la  fonction  prime  y,  on  a 

parconséquent 

*  —  "7  > 

y 

cette  valeur    étant    substituée   dans  l'équation  précédente, 
elle  se  réduit  à 

1  +y'- 

é^ation  du  premier  ordre. 

Cette  équation ,   étant  mise   sous  la  forme  différentielle  , 
et  multipliée  par  dx^  +  dy,  devient 

(ydx—xdy  +  pdy)(ydx—xdy+qdy)'-k{dx^+dy^^  =  Q; 

c*est  l'équation  donnée  par  les  conditions  du  problême. 
^uler  remarque  qu  il  serait  difficile  d'intégrer  cette  équar 
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tion  directement;  mais  qu'on  y  peut  panrenir  ÏEicilement 
en  la  différenciant. 

On  a  ainsi  ^   en  prenant  dx  pour  constant^ 

4-Qyctr — xrfy+pcîy)  (^ — x)  c?y— a/i£Îyc?y=o, 

équation  toute  divisible  par  cfy. 
£n  la  divisant  d'abord  par  d^y^  on  a  celle-ci, 

(ydx  —  xdy  -)-  qdy  )  (  p  — ar) 

+  (^ydx  —  ^dy-^pdy')  (^— x)— a6cfy=o, 

qui  n'est  que  du  premier  ordre ,  comme  la  pr(^>08ée  ^  et  qm; 
«étant  combinée  avec  elle,  donnera,  par  XQiaàsatàon  à&dy^ 
une  équation  finie  en  x  et  y. 

En  eiFety  cette  dernière  équation  étant  multipliée  pari^, 
et  retranchée  de  la  première  multipliée  para,  on  aura  celle-ci, 

fly*(£r* +jrfydx  (p  +  q — ax  )  — afcix*=o  j 
d'où  l'on  tire 

dy  ^       ^  (k-y      , 

mais  la  même  équation  donne 

^y-_  yip  +  0  —  Qx) 

dx      2[/f — (p  — «)  (</-^^)3* 

donc  ^  comparant  ces  ^eux  valeurs ,  et  multipliant  en  croix, 
on  aura  celle-ci, 

laquelle  «e  réduit  à 

t(p-?)^+4^]j'*+4i(p-a?)(9— x)=<ft% 


t 


s 
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3u ,  plus  simplement  encore ,  à 

«quation  à  une  ellipse  dont  le  carré  du  petit  axe  est  A,  et 
le  carré  dti  gftwd   aite  est  k  +(  ^      ^   J   ;  de  sorte  que 

^^ — -  fiera  ladifitaii£!^du  centre  au  fojner-,  et  comme  le  centre 

Ja 

de  TeHipi»  rtpiMia  à  Tab^isseC^i^  ,  U  s'ensuit  que  les  deux 

foyers  répoadâBit  aux  abscissesp  et-f^^  et  sont^  parcoaséquent^ 
dans  les  deux  points  donnés. 

En  effet^  on  sait ^  par  la  théorie  des  sections  coniques , 
que  le  produit  des  perpendiculaires  menées  de  chacun  des 
foyers  sur  une  tangente  quelconque  ^  est  constant ,  et  égal 
au  carré  du  petit  axe. 

L'équation  que  nous  venons  dé  trouver  ne  renferme  point 
de  constante  arbitraire ,  puisqu''eUe  provient  de  deux  équar- 

tions  différentielles  du  premier  ordre  par  Félimination  de  —  ; 

inais  on  aura  une 'a^iifte  .équation /avec  une  constante  arbitraire, 
par  le  moyen  de  l'autre  facteur  d^y^  lequel  donne  l'équation 
du  second  ordre 

à'où  l'on  tire^ 

~    .         '  N  àyz=i  adx , 

ï  étant  une  constante  arbitraire^  cette  équation  étant  comr 
i^sÈiifyt  de  tiouvéttu  ^ec  ia  poroposée^  on  aura  ceUe^^ 
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d*où  1*0X1  tire 

équation  à  deux  lignes  droites. 

Il  est  visible  ,  en  eiFet ,  que  la  ligne  droite  satisfait  aussi 
au  même  problême ,  pourvu  qu'elle  soit  placée  de  manière 
que  le  produit  des  deux  perpendiculaires'  menées  des  deui 
points  donnés  sur  cette  ligne ,  soit  égal  à  k. 

Si,  dans  les  expressions  générales  de  ces  perpendiculaires 

trouvées  ci-dessus,  on  substitue  penrt  sa  valeur ^^^  on  biea 

<}— ..suivant  la  notation  du  calcul  différeiitieL  on  a 

dy  ' 

y-^xdy  +  pdy      y--xdy+gdy 
\<  (dx^+dy)       y  {dj^-j-d/y 

Soit 

y:=:aX'-^b 

en  général  Téquation  à  la  ligne  droite,  on  aura 

dyzizadx; 

■ .  > 

substituant  ces  valeurs ,  les  deux  perpendiculaires  dtviendrost 


•    -  LL'; 


et  l'on  aura  l'équation    '  • 

d'où  l'on  tire  sm 

ce  qui  donne  les  mêmes  lignes  droites  que  nous  venons  de  trou 

Telle  est  Tanalyse  ô^Euler  y  que  j'ai  rapportée  en  entier, 
et  même  avec  un  peu  plus  de  détail,  pour  servir  d'exem 


4.. 


[> 


L 
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lans  une  matière  qui  est  encore  peu  traitée  dans  les  ouvrages 
élémentaires. 

On  voit  que  ce  problème  admet  réellement  deux  solutions 
très-différentes ,  puisque  Tune  donne  des  lignes  droites ,  et 
l'autre  donne   une  ellipse. 

Euler  s'a  pas  cherché  à  rapprocher  ces  deux  solutions 
et  à  les  faire  dépendre  Tune  de  l'autre  ;  il  s'est  contenté  de 
donner  cette  duplicité  de  solutions  comme  un  paradoxe  de 
calcul  intégral ,  par  la  raison  que  l'équation  qui  contient  une 
constante  arbitraire,  et  qu'on  doit,  parconséquent ,  regarder 
comme  l'intégrale  complète ,  ne  renferme  cependant  pas  l'autre 
«quation  finie ,  qui  satisfait  également  à  l'équation  différentielle  , 
ce  qui  paraît,  en  effet,  contraire  aux  principes  du  calcul 
AlTérentiel. 

Eûler  regarde  aussi  comme  un  paradoxe ,  que  la  différen- 
ciation puisse  suppléer  à  l'intégration ,  ce  qui  ne  doit  s'entendre 
'ependant  que  de  l'intégrale  sans  constante  arbitraire,  qui 
ésulte  immédiatement  de  la  différentielle  de  l'équation  pro- 
posée, combinée  avec  cette  même  équation;  car,  pour  l'autre 
itégrale  qui  dépend  d'une  intégration  subséquente,  elle  est 
ouforme  aux  principes  généraux  du  calcul. 

D'après  la  théorie  que  nous  avons  donnée  sur  les  équations 
tnmitives  singulières,  on  voit  clairement  que  ces  paradoxes 
'-£u/er  ne  sont  que  des  résultats  particuliers  de  cette  théorie, 

Il  est  évident  que  l'équation  à  l'ellipse,  qui  est  sans  constante 
t*bkraire,  n'est  que  l'équation  primitive  singulière  de  l'é- 
>iation  .du  premier  ordre ,  donnée  par  les  conditions  du 
Toblême ,  puisqu'elle  résulte  du  facteur  du  même  ordre 
"ui  multiplie  la  dérivée  de  la  même  équation  ;  et  que  re- 
lation à  la  ligne  droite,  qui  vient  de  l'autre  facteur  du 
&cond  ordre,  est  donnée  par  l'équation  primitive  complète, 
vec  une  constante  arbitraire ,  conformément  à  la  théorie 
^eloppée  dans  la  leçon  seizième. 


i.' 
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Si  de  réquatioD  à  la  ligne  droite 

y  =  ax  +  b, 
et  de  sa  dérivée 

on  tire  les  valeurs  des  constantes  a  et  6  ^  on  a 

et  ces  valeurs  ,  substituées  dans  l'équation  donnée  par  tel 
conditions  du  problème  ;  savoir^ 

fournissent  celle-ci , 

qui  est ,  comme  l'on  voit ,  l'équation  du  premier  ofdrs  i 
laquelle  le  problême  conduit  directement.  Ainsi  cette  équatki 
appartient  à  la  classe  que  nous  avons  examinée  à  h  b 
de  la  leçon  précédente ,  dont  la  forme  générale  est 

*(û,  A)=o, 

et  qui  est  toujours  susceptible  d'une  équation  primitin 
singulière. qu'on  peut  obtenir  par  l'élimination  de^,  aumojes 
de  la  dérivée  relative  ky,  ce  qui  redonne  le  résahat  qni 
nous  avons  trouvé. 

Si  l'on  voulait  tirerl'équation  primitive  singulière  delléqnatioi 
primitive  complète^  d*après  la  théorie  de  la  leçon  quinelème,  i 
n'y  aurait  qu'à  substituer  d'abord  dans  l'équation  de  condilii^ 
en  a  et  6  ^  la  valeur  de  b  tirée  de  l'équation 

y=ax  +  b, 

çt  qui  donnera  celle-ci 

(j—ax^ap)  (^y—ax  +  aq)=kÇi'+'g^)^        ,    ^ 

q« 
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îii  est  à  deux  lignes  droites^  et  qu'on  peut  regarder  comme 
équation  primitive  du  problème ,  dans  laquelle  a  est  la  cons- 
inte  arbitraire.  Ainsi  il  ny  aura  qu'à  éliminer  a  au  moyen 
3  cette  équation  et  de  sa  dérivée  y  et  Ton  aura  encore 
même  résultat^  puisque  Téquation  enj/  a  la  même  forme 
ne  l'équation  en  a  ;  ce  qui  sert  de  plus  en  plus  à  rapprocher 
s  difTérentes  méthodes  que  nous  avons  données. 

Nous  avons  démontré ,  à  l'occasion  du  problême  de  Leibnitz, 
le  toute  équation  primitive  singulière  représente  la  courbe 
>rmée  par  l'intersection  continuelle  des  lignes  représentées 
àr  l'équation  primitive  complète  ;  ainsi  on  peut  dire  que 
sllipse  qui  résout  le  problême  d!Euler,  est  formée  par  l'intersec- 
3n  continuelle  de  toutes  les  droites  représentées  par  l'équatioa 

1  supposant  que   la  constante  a  varie  de  l'une  a  l'autre. 

Par  cette  considération  ,  on  pourrait  donc  aussi  résoudre 
:  problême  d'J&u/er,  comme  Leibnitz  avait  résolu  celui  dont 
BUS  avons  parlé  au  commencement  de  cette  leçon ,  et  parvenir 
irectement  à  l'ellipse,  qui  n'est  donnée  par  l'analyse  que  d'une 
lanière  indirecte. 

Jusques  là  on  n'avait  considéré  les  équations  primitives 
ngulières  que  comme  des  solutions  particulières  qui  se  pré- 
mtaient  d'elles-mêmes  et  sans  intégration ,  et  on  n'avait  encore 
ucun  moyen  pour  reconnaître,  à  priori,  si  une  pareille  solution 
ouvait  être  comprise  ou  non  dans  la  solution  générale  donnée 
ar  l'intégrale  complète  de  l'équation  différentielle  du  problème. 
Ja/er  a  donné  le  premier  une  règle  générale  pour  cet  objet, 
ans  le  premier  volume  de  son  Calcul  intégral^  et  Laplace 

montré  ensuite  comment  on  peut  déduire  de  l'équation 
Ifférentielle  ,  les  solutions  particulières  qui  échappent  à 
intégrale  complète,  comme  nous  l'avons  rapporté  à  la  Sn 
e  la  leçon  quinzième. 

T 
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n  restât  à  découvrir  la  liaison  entre  ces  intégrales  parti- 
culières et  les  intégrales  complètes ,  ainsi  qu*entre  les 
données  par  les  unes  et  les  autres ,  et  à  rappeler  toute  k 
théorie  de  ces  diEPérentes  intégrales,  aux  premiers  principes 
du  calcul  différentiel  ;  c^est  ce  qu*on  a  fait  dans  un  mémoire 
sur  ce  sujet ,  imprimé  dans  le  Recueil  de  TAcadémie  de  Berln 
de  1774»  ^^  ^^^^  lui  autre  mémoire  imprimé  dans  le  mêmi 
Recueil  pour  177g. 

Comme  ce  point  d'analyse  est  un  des  plus  intéressans  par 
ses  différentes  applications ,  j'ai  cru  devoir  en  développer  tontt 
la  théorie  dans  ces  leçons,  en  y  joignant  des  conaidératioiiij 
nouvelles  et  des  détails  historiques  qui  peuvent  EairepI 
analystes  et  servir  à  l'histoire  de  cette  partie  des  mathématique!» 
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A 
a-. 


digression  sur  les  équations  aux  différences 
^  finies  ,  sur  le  passage  de  ces  différences  aux 
différentielles  ^  et  sur  ^invention  du  calcul 
" ,  différentiel. 

|Les  premiers  auteurs  du  calcul  différentiel^  Barrow  et 
^eibnitz  y  ont  considéré  les  quantités  variables  commç  crois- 
Uit  par  des  différences  infiniment  petites  y  et  ont  inventé  les 
[nations  différentielles  pour  déterminer  les  rapports  de  ces 
fférences.  Conmie  la  supposition  des  quantités  infiniment 
ïtites  répugne  à  la  rigueur  de  l'analyse  ,  on  a  considéré  depuis 
s  accroissemens  des  quantités  variables  comme  finis  ^  et  on  a 
rmé  ,  à  Timitation  du  calcul  différentiel ,  un  nouveau  calcul 
»Tir  les  différences  finies  ,  dans  lequel  les  résultats  sont  rigou- 
misement  exacts.  Ce  calcul ,  dont  Tailor  avait  donné  la  pre- 
ière  idée  dans  son  Methodus  incrementorum ,  et  dont  on  s'est 
taucoup  occupé  dans  ces  derniers  temps  ^  sous  le  nom  de 
rdcul  aux  différences  finies  ,  sert  à  trouver  la  loi  des  termes 
^nsécutifs  d'une  série  ou  progression  dans  laquelle  on  connaît 
expression  ou  la  formation  du  terme  général  ;  et  réciproque- 
ment à  trouver  l'expression  du  terme  général  ^  d'après  la  loi  des 
nrmes  consécutifs. 

"^lais  nous  observerons  que ,  dans  ces  recherches  y  la  considé- 
ICion  des  différences  n'est  point  nécessaire  comme  dans  le 
flcul  différentiel ,  et  que  leur  emploi  peut  même  être  plus 
ficommode  qu'utile  ,  parceque  la  suppression  des  termes 
Kniment  petits,  qui  produit  la  simplification  du  calcul  diffé- 
Nttiel ,  n'ayant  point  lieu  dans  les  différences  finies ,  il  arrive 
tavent  que  les  formules  en  différences,  sont  plus  compliquées 


sqa  CALCUL 

que  si  elles  contenaient  immédiatement  les  termes  suce 
eux-mêmes. 

D'ailleurs  l'analogie  qu'on  a  cru  pouvoir  établir  ent 
calcul  aux  différences  infiniment  petites  et  le  calcul 
différences  finies ,  est  plus  apparente  que  réelle  ^  malg 
conformité  de  quelques  procédés  et  de  quelques  résultats  ; 
dans  celui--ciy  on  considère  les  dilTérens  termes  de  lapro 
flion ,  comme  représentés  par  une  même  fonction  de  quai 
différentes  d'un  terme  à  l'autre  ,  et  le^  équations  aux  i 
rences  fijiies  ne  sont  que  des  équations  entre  ces  mêmes  f 
tions  :  au  lieu  que  les  équations  différentielles  ,  ou 
différences  infiniment  petites  ,  sont  essentiellement  entre 
fonctions  différentes  de  la  même  variable,  mais  dérivéi 
unes  des  autres  par  des  règles  fixes  et  tiniformes. 

Les  équations  aux  différences  finies  ,  ne  sont  autre  c 
qu'une  suite  d'équations  semblables  entre  différentes incoiu 
par  lesquelles  on  peut  toujours  déterminer  successivement 
cune  de  ces  inconnues. 

Mais  la  loi  uniforme  qui  règne  entre  ces  équations ,  fait  c 
peut  regarder  leurs  inconnues  comme  formant  une  suit 
gulière  et  susceptible  d'un  terme  gênerai  ;  et  l'expretsio 
ce  terme  donne  idors  la  résolution  générale  de  toute 
équations. 

Ainsi  le  calcul  qu'on  a  nommé  aux  différences Juties , 
proprement  que  le  calcul  des  suites  ,  et  ne  peut  être  tss 
au   calcul  différentiel  qui  est  essentiellement  le  calcul 
fonctions  dérivées. 

Mais  on  a  pensé  que  la  considération  des  différences 
pouvait  conduire  à  celle  des  différences  infiniment  petitesse 
le  calcul  aux  différences  finies  conserverait  toute  sa  rigi 
en  devenant  calcul  différentiel  ,  par  l'omission  des  t< 
infiniment  petits.  Et  de  là  est  née  la  méthode  des  limiteî 
laquelle  on  regarde  le  rapport  des  différences  inSninier 
tites  ^  comme  la  limite  du  rapport  des  différences  fiaies , 
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piaticMit  différentielles  ,  eomme  les  limites  des  équations  aux 
tfférences  finies. 

^  Je  ne  disconviens  pas  qu'on  ne  puisse ,  de  cettp  manière  » 
|E!montrer  la  légitimité  des  résultats  du  calcul  4ifféreotiel; 
BÙs ,  quoique  cette  marche  paraisse  directe  et  naturelle ,  le 
jtoage  du  fini  à  Tinfini  exige  toujours  une  espèce  de  saut  ^ 
rins  ou  moins  forcé ,  qui  rompt  la  loi  de  continuité ,  et  change 
U  forme  des  fonctions. 

^  À.jmxt  xéàvit,  eommt  bous  Favons  fait,  le  calcul  différent 
pel  à  ses  véritables  élémens  ,  les  fonctions  dérivées  ,  et  Tayaut 
nsi  entièrement  séparé  du  calcul  aux  différences  finies ,  nous 
Irons  cru  devoir  dire  deux  mots  de  la  nature  et  des  usages  de 
^lijr*ci ,  qui  n'est ,  à  proprement  parler  ,  que  l'analyse  ordi- 
^e  Appliquée  à  ume  suite  dt  quantités  quon  suppose  dépendre 
'  <u>«  mémo  lc»L 

Soit  ime  suite  de  quantité» 

«     I     «     s      4 

y>  y>  y>  y>  y>  «*®- 

;ui  répondent  à  ces  quantités  en  progression  arithmétique 

G,  i,  2i,Zi,  4^,  etc. 

^^giMtns  ,  en  généra!  ,  un  terme  quelconque  de  la  première 
Uite ,  par  j^ ,  et  le  terme  correspondant  de  la  seconde  suite  , 

Mît  x;  désignons  de  plus  par  y  y  y^y,  etc. ,  les  termes  qui  , 
b^ns  la  première  suite  ,  suivent  le  terme  y ,  et  qui  répondent 
^lu:  termes 

ar-f- ï>  JC  +  2»>  x+Si,  etc. 
Ub  la  seconde. 

Elnfin ,  désignons,  pour  plus  d^  simplicité  ,  par  les  caracté- 
istiques  A,  A%  etc.  ,  les  différences  premières,  secondes,  etc. 
les  t«rnxQ3jde  la  première  suite ,  de  msmière  que  l'on  ait 

^y—y  —y >  ^y—y-^^y+y i etc. 
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A  regard  de  la  seconde  suite ,  il  est  clair  qu*on  aura 

^x=i    et    A*x^o,etc. 

Cela  posé  ,  supposons  d'abord   que  la  première  suite 
formée  de  la  seconde  par  cette  loi  très-simple 

y=ax, 

a  étant  un  coefficient  constant  pour  toute  la  suite. 

On  aura  donc  aussi ^  en  changeant^  en ^  et  x* en x- 
réquation 

et  comme  les    deux  équations  doivent  avoir  lieu  en  m 
temps ,  on  pourra  ,  si  Ton  veut ,  en  éliminer  la  constante 
Retranchant^  pour  cela  ,  la  première  de  la  seconde 
aura 

y  — ^  =  at  ;    ou    Ay  =  m  ; 

d'où  Ton  tire 

i  ' 

donc  ,  substituant  cette  valeur  dans  la  première ,  eUe 
viendra 

V— .f^ 

La  première  équation 

y^^ax 

donne  le  terme  général  de  la  suite  ;  Tautre  équation 

•^  l 

donne  la  loi  entre  les  termes  successifs  ;  car ,  puisque 

^y—y—y. 
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n  dura 


Réciproquement  >  on  voit  qne  cette  loi  des  termes  étsnt 
lonnée ,  le  terme  général  sera  nécessairement 


y— 


aoc 


s  étant  nne  constante  arbitraire  ;  et  il  est  facfle  dé  se  con-» 
raincre  qne  cette  expression  dey  en  a:  est  la  pins  générale  qui 
puisse  répondre  à lequation  aux  differcsnces 

Ay  =  i^ 

Si.  la  différence  î  de  la  progresâon  arithmétique  devenait 
infiniment  petite  ,  la  différence  correspondante  :y  deviendrait 

^y 

infiniment  petite  aussi ,  et  leur  rapport  -^ ,  que  nous  avons 

"^m  être  égal  à  la  constante  arbitraire  a,  serait  toujours  le 
même.  Dans  Tinfiniment  petit ,  ce  rapport  devient  égal  à  la 
jonction  dérivée  y ,  en  regardant  y  comme  fonction  de  x  » 
^l'équation  devient  alors 

••■■'■   ^    •  y:=rxy     '" 

^  est  réqoation  dérivée-  dont 

y^ax 
Kt  l'éqaaâon  primî^e ,  a  étant  la  constante  ail»lrairek 

I 

Supposons  maintenant  cette  loi 

y  —  ax  +  t^, 
^  u  est  guère  plus  compliquée  que  la  précédente. 

4 


Ù^S  CALCUL 

On  aura  donc  aussi ,  en  changeant  y  en  j'  et  x  en  x  +  i, 

j^  =  ox -+- ai  +  a*  ; 
retranchant  la  j^remière  de   celle-ci ,  et  mettant  ày  pom 

y  —  y  t  ^^  *^^* 

^y  zaai  ; 
d*où  Ton  tire 

i 

et  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  a  ^  on  aura 

«équation  aux  différences  finies  ,  et  qui  est  îad^pendanle  de  h 
constante  d. 

La  première  équation  donne  donc  l'expression  du  terme  gi^ 

lierai ,  et  la  seconde  donne  la  loi  entre  les  termes  successifs , 
de  manière  que  cette  loi  étant  proposée ,  on  aura ,  par  k 
première  ,  le  terme  général  avec  une  constante  arbitraire  a. 

L*analyse  précédente  suppose  que  la  quantité  a  est  indépeih 
dante  de  x  ,  puisqu'elle  demeure  la  même  dans  les  deux 
«quations  successives  ;  mais  si  elle  dépendait  de  x  ,  de  ma- 
ïiière  que  les  deux  équations  eussent  néanmoins  la  même  forme 
que  dans  le  cas  où  elle  est  constante  ,  il  est '^iaîr  que  Téqu^H 
tion  aux  difFérences  qui  résulte  de  ces  deux  équations  par 
Télimination  de  a  y  serait  encore  la  même  ;  parconséquent  os 
aurait  plus  d'une  équation  en  x  et  y  pour  la  même  équadoa 
aux  diiFérenco^i  :  c'est  le  principe  qui  donne  les  équations 
primitives  singulières ,  comme  on  1*^  vu  dans  la  leçon  qua- 
torzième. 

Supposons  donc  ,  en  général ,  que  la  quantité  a ,  qui  répond 
à  X,  devienne  a,  a,  etc. ,  lorsque  x  devient  x-f-î ,  ^+^^;i  ^^'  » 


5? 


2^: 


DES     FONCTIONS.  £39 

£  et  r  étant  des  constantes  ,  on  a 

u  =  6r*+'  ; 
€t  la  substitution  donne 

équation  diyisible  par  &r* ,  et  qui  donne 

y+  1  =  0: 
d*où  Ton  tire 

1 

H  =  — 1     et    r=(-«i)l 

Ainsi  l'expression 

uz=6(— 0" 

satisfait  à  l'équation  avec  la  constante  arbitraire  b.  En  effet , 
en  supposant  cette  équation  en  u  et  x  ^  pour  faire  disparaître 
la  constante  6  ^  on  prendra  l'équation  successive 

-       M=:i(— .1)      *       =—  6(— 1)7, 
et ,  éliminant  b  \  on  aura 

a  -|-  u'  =  0  , 
équation  proposée. 

Donc  Texpression  générale  de  a  sera 

et  cette  valeur ,  substituée  dans  l'expression  de  y ,  donnera 
lin  nouveau  terme  général  avec  une  constante  arbitraire  b ,  qui 
satisfera  également  à  la  même  équation  aux  différences 

a:  A  V    ,    Ay* 

y  =  — r^  +  -^. 
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La  première  dcnne 


et ,  parconséquent  >  a  égal  à  une  constante  qaelconqae  ;  c 
le  cas  que  nous  avons  supposé  d^abord. 

La  seconde  donne  une  relation  entre  a^a^  d*après  laqni 
il  faut  trouver  le  terme  général. 

Pour  simplifier  cette  équation  ,  {e  suppose  d'abord 

7»  et  n  étant  des  constantes,  et  u  une  nouvelle  variable; 

a=:u-f.7n(ar  +  *)  +  n, 
et  réqnaticHi  devient ,  par  ces  substitutions  , 

où  )e  peux  faire  disparaître  les  termes  indépendans  de  u. 
Je  fais  donc 

SOT -j- 1=0    et    271 -f-(7ii -f- 1) /=  o 

ce  qui  donne 

I  i 

de  sorte  qu'en  faisant 

X       i 

réquation  se  réduit  à  cette  forme  plus  simple  y 

/ 

u  -f-  tt  =  a. 

J'observe  maintenant  qu'en  supposant 

M  =  ir*, 
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betr  étant  des  constantes  ^  on  a 

et  la  substitution  donne 

équation  diyisible  par  br* ,  et  qui  donne 

r*+  1  =  0: 
d*où  Ton  tire 

1 
H  =  — 1     et    r=(— 1)1 

Ainsi  Texpression 

u=i(— 0" 

satisfait  à  Téquation  avec  la  constante  arbitraire  b.  En  effet , 
en  supposant  cette  équation  en  u  et  x  ^  pour  faire  disparaître 
la  constante  b ,  on  prendra  Téquation  successive 

-      iî=:ô(— .1)     *      =— 6(— 1)7, 
et ,  éliminant  6  ^  on  aura 

a  -|-  u'  =  0  , 
équation  proposée. 

Donc  l'expression  générale  de  a  sera 

et  cette  valeur ,  substituée  dans  l'expression  de  y ,  donnera 
un  nouveau  terme  général  avec  une  constante  arbitraire  b,  qui 
satisfera  également  à  la  même  équation  aux  différences 
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Pour  faciliter  cette  substitution ,  je  mets  rexpre88i<m  donnée 
de  y  sous  cette  forme 

et  j'y  substitue  ,  pour  a  ,  la  valeur  qu'on  vient  de  trouyer  ;  il 
vient  cette  nouvelle  expression  de  j^ 

.=['c-o'-n-?. 

Comme  h  est  ici  une  constante  arbitraire  ,  on  peut  ansil 
la  faire  disparaître  par  Téquation  successive  «  dans  Jaqnelle 
X  devient  x  +  i ,  et  y  devient  j'  ou  jr  4-  ^^  ;  on  aura  ainsi 

£  cause  de 

Retranchant  de  cette  équation  la  précédente ,  et  observant 
que  la  différence  des  deux  carrés  est  le  prodvjt  de  la  somme 
par  la  différence  des  racines ,  on  aura  tout  de  suite 


d'où  Ton  tire 


et  cette  Tdenr ,  substitua  dans  la  première  équation  ,  Anna» 
}'équatioB  aux  fifferences 


^=  (¥  +  !)•-?> 
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savoir  ^ 

qui  est  la  même  qu'on  avait  trouvée  dans  le  cas  où  a  était  la 
constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  isuppote   que    la  différence  i  devienne 

infiniment  petite  ,  la  différence  correspondante  Ay  le  devien- 

Ay 
dra  aussi  ;  mais  leur  rapport  -^   qui ,  dans  le  premier  cas  « 

est  égal  ka^  et ,  dans  le  second  ,  est  égala  b ( — i)* ^ , 

demeurera  fini  ;  ce  rapport  devient  alors  la  fonction  dérivée 
àe  y ,  regardée  comme  fonction  de  x\  etTéquation  aux  dif-^ 
férences  devient ,  parconséquent , 

qui  est,  en  effet,  l'équation  dérirée  dont  la  primitire  est 

c  étant  la  constante  arbitraire. 

Car  en  prenant  les  fonctions  dérivées  ,  on  a 


y 


a; 


> 


et  substituant  cette  valeur,  il  vient 

Mais  que  devient  alors  la  seconde  ejqiressioQ  de  j^  qui  con- 
tient la  constante  arbitraire  b  ? 

Suivant  les    principes    des    infiniment    petits  ,   le    terme 

X 

^  -  doit  être  rejeté  vis^à-vis  du  terme  fini  b  (—  i  )'  ;  ainsi  en 
4 
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aqrait  simplement 


j,=rH-.)^2-|=»--f 


à  cause  de 


ax 


(  —  1)'    =1'=1 


Mais  cette  valeur  de  y  ne  satisfait  pas  à  l'équation  déri-* 
yée  ,  à  moins  qu'on  ne  suppose 

i  =  o  ; 
car  elle  donne 

, f 

'^  a* 

Faisant  la  substitution  y  on  a 

et  parconséquent  > 

i=:o. 

Ainsi  il  faut  dire  que  le  passage  du  fini  à  Tinfiniment petite 
anéantit  non-seulement  les  quantités  infiniment  petites ,  mais 
encore  la  constante  arbitraire. 

Au  reste  ,  en  faisant 

b  =20  , 
l'expression 

devient  une   valeur  singulière  ;  car  en  prenant  les  fonctionï 
dérivées  relatives  à  a  dans  l'équation  primitive 

y  =z  ax  -{-  a^  y 
on  a 

a;  -J-  2a  =  o  i 
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a:* 


ii  on  peut  regarder  aussi  la  «econde  expres^on  de  y 
5  une  valeur  singulière  du  terme  général  ;  mms  comme 
>nsenre  la  constante  b  tant  que  les  différences  i  sont 
il  est  clair  qu'elle  a  la  même  généralité  que  la  pre- 
,  ensorte  qu'on  peut  supposer  que  la  valeur  de  ^  soit 
î  lorsque  a:  =  o  ;  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  valeurs 
ères  des  équations  primitives  ordinaires. 

Charles  y  de  F  Académie  des  Sciences  ,  est  le  premier 
:  fait  cette  remarque  importante ,  qu'à  une  même  équa- 
IX  différences  finies  ,  peuvent  répondre  deux  équations 
les  ou  sans  dilFérences  ,  ajant  chacune  une  constante 
ire, 

ez  les  Mémoires  de  cette  Académie  pour  l'année  1785, 

B  les  c^onséquences  qu'il  a  voulu  en  tirer  dans  la  suite 
loire  de  1788)  ,  relativement  auJc  intégrales  des  équa- 
lifFérentielles ,  sont  tout-à^fait  illusoires  ;  elles  prouvent 
ent  qu'on  ne  peut  pas  appliquer  immédiatement  à  Tin- 
it  petit  proprement  dit  ,  les  résultats  trouvés  dans  la 
ition  du  fini ,  et  que  ^  dans  le  pa3sage  du  fini  à  Tinfini- 
>etit ,  il  faut  supprimer  entièrement  tous  les  termes  qui 
it  contenir  Tinfiniment  petit ,  quoique  ces  termes  puissent 
pas  eux-mêmes  infiniment  petits, 
si ,  dans  la  formule 


^=t'-HJ-T- 


ï^  ^  (—  O'  ie  devient  pas  in£nii?ient  petit  pai'  la  sup- 
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position  de  i  infiniment  petit  ;  néanmoins  ce  ternie  contenant 
la  différence  i ,  qui  devient  infiniment  petite  dans  Téquatioi 
différentielle  ,  doit  être  supprimé  pour  avoir  un  résultat  exact. 
En  effet ,  en  effaçant  tout  ce  qm  contient  i  dans  l'éqaadod 
précédente  ;  on  a  simplement 

comme  cela  doit  être  pour  satis&ire  à  l'équation  dérivée^ 

La  raison  en  est  que  ,  dans  le  passage  supposé  da  fioi  à 
Vinfiniment  petit ,  les  fonctions  changent  réellement  de  ia* 

ture  ,  et  que  le  ^  qu'on  emploie  dans  le  calcul  différentiel^ 

est  essentiellement  une  fonction  différente  de  la  fonction  y, 
tandis  que  tant  que  la  différence  dx  a  une  valeur  quelconque  > 
aussi  petite  qu'on  voudra ,  cette  quantité  n'est  que  la  diffé- 
rence de  deux  fonctions  de  la  même  forme  ;  d'où  l'on  Yoit 
que  si  le  passage  du  fiai  à  l'infiniment  petit  peut  être  admii 
comme  moyen  mécanique  de  calcul ,  il  ne  peut  servir  à  faire 
connaître  la  nature  des  équations  différentielles  ,  qui  consiste 
en  ce  qu'elles  donnent  des  rapports  entre  lea  fbactioni  pri- 
mitives et  leurs  dérivées. 

On  peut  trouver  d'une  autre  manière  les  mêmes  expres- 
sions de  y  qui  satisfont  à  l'équation  aux  différences 

a:  A  y    ,    Ay^ 

y  =  — ^  +  -^» 

En  prenant  l'équation  successive  qui  répond  à  x-^i,oul\ 
aussi 


y= — i h-^. 


mais 


y  :=:y  +  Ay  ,  Ay  =:  ^y  +  A^y  ; 

ioncA 
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ic>  retianchant  la  première  équation  de  la  secotxAe,  On  aura 

Ay  =  x  ^+  Ay+  A^+  !^Z^  +  ^; 
DÎr  j  en  multipliant  par  i  et  réduisant , 

lation  qui  se  décompose  ^  comme  Ton  voit ,  en  deux  \ 

A^z=o    et    x  +  i-j ji-4— ^=0i 

é 

m 

.  première  donné  tout  de  suite 

A» 

Àj^=z:  à  une  constante; 
sant  cette  constante  ::x:ai,  on  obtiendra 

Ay  =  ai  ; 

istitnant  cette  valeur  dans  Téquation  aux  diiFérenced  g  où 
rà  ,  comme  plus  haut  ^ 

j^  ==  oo: -f- d*. 

Retenons  maintenant  la  sup^iositioii 

Ayz=zai^ 

ais  en  regardant  a  comme  une  variable  dépendante  de  x  \  oa 
lira 

Ay=iai    et     A^  =  (a  — c)î; 

012C  Fautre  équation  deviendra 
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qui  est  la  même  que  nous  ayona  trouvée  plus  baut  »  et  d'oà 
nous  ayons  tiré 


a=i(-x/-^-^. 


On  aura  donc 

et  comme  Féquation  aux  différenees  peut  se  mettre  sous  h    j, 
forme 

la  substitution  de  cette  valeur  de  A^  donnera 

comme  plus  haut. 

Cette  manière  de  trouver  la  seconde  expression  à»  y,  revient 
à  la  méthode  que  nous  avons  exposée  dans  la  leçon  seizième  ^ 
pour  les  é(piations  primitives  singulières* 

En  supposant  i  infiniment  petit  »  les  valeurs  de  a  et  a  ;  q^i 
répondent  à  xet  x-j-i,  ne  doivent  différer  l'une  de  l'antre 
que  d'une  quantité  infiniment  petite  ;  parconséquent>.  par  I^ 


r-        -r        —  — '-— 

se  réduit  à 

a  +  a  +  ^  +  ' — o 

ce  qui  donne 

aa-^x — o; 

X 

a  — ; 

a 
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d*où  l'on  tire 

—  _^ 

comme  dans  le  cas  de 

&  =  0. 

£n  effet,  Texpression  de  a 

donne,  relativement  à  x+f, 

a=^bi-iy . -, 

où  l'on  yoit  qne,  dans  le  cas  de  i  inGniment  petit,  la  diffé- 
rence entre  a  et  a  demeure  Soie  tant  que  la  constante  b  n'est 
pas  nulle. 

£In  général,  soit 

l'équation  par  laquelle  le  terme  général  y  est  déterminé  en 
fonction  de  x,  a  étant  une  constante  quelconque. 

Cette  équation   est  censée  avoir  lieu  également  pour   les 

termes  successifs  y  y  y,  etc.  qui  répondent  aux  valeurs  suc- 
cessives x-J-i,  x-f-â^,  etc.,  de  x-,  ainsi  on  aura 

F(x+i,y,à)=o, 

et  on  pourra,  par  la  combinaison  de  ces  deux  équations,  tli^ 
mmerla  constante  a. 

On  aura;  de  cette  manière,   une   équation  sans  a,  mais 
.  ^  sera  eu  X,  j^  et  j' ;  et  si,  à  la  place  de  j' ,    on    substitue 
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y  +ày  y  l'équation  sera  en  x,  y  et  ùy,  ce  sera  aloft  pro- 
prement une  équation  aux  difTérences  premières. 

De  même ,  si  Téquation  du  terme  général  renferme  deux 
constantes  aet  b ,  comme 

^(.^,y»a,b)=o, 

on  pourra  faire  évanouir  ces  deux  constantes  par  le  moyen 
des  deux  équations  successives 

F(.x+hy>  a,b)  =  o,  FCx  +  fli,^,  a,  i)  =  o. 

L*équation  résultante  sera  alors  entre  x ,  y ,  y  et  y  y  ou 
bien  entre  les  quantités  x,y,  Ay  et  A^,  en  substituant ^+Ay 

pour  y  f  et  jf  +  !ÀÙy  +  Ay  pour  y  ;  ce  sera  donc  une  équatioa 
aux  différences  secondes ,  et  ainsi  de  suite. 

Donc^  réciproquement ,  toute  équation  aux  différences  pre- 
mières ou  entre  deux  termes  successifs ,  comportera  une 
constante  arbitraire  dans  l'équation  du  terme  général  ;  toute 
équation  aux  différences  secondes ,  ou  entre  trois  termes  suc- 
cessifs ,  comportera  deux  constantes  arbitraires  dans  l'équa^ 
tion  du  terme  général^  et  ainsi  de  suite. 

On  peut,  en  effet,  se  convaincre  que  cela  doit  être  ^  parla 
nature  même  de  ces  équations. 

Considérons ,   par  exemple ,  une  équation  quelconque  aux 

différences  premières  entre  x,  y  ety\  et  supposons  qu'ayant 
tiré  la  valeur  de  j^,  on  ait 

Comme  la  même  équation  doit  avoir  lieu  dans  toute  l'éteo-   ^ 
due  de  la  série,  en  faisant  successivement 

ic=o,  /,  ai^  3i,  etc.  ^ 
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o       I       ft       3  / 

la  variable  y  de  viendra  j^,  y,  j'^j^,  etc.   et  y    deviendra  en 

1       »       3      4 

taèmetemçs y^y^y ^y,  etc. 

Ainsi  l'équation  proposée  donnera  cette  suite  d^éqùatîons  ^ 

1  os  1         '    3  s 

y^f(pyy)y  y=fChy)y  y^f(.^hy)y  ^^c. 

Donc  y  substituant  successivement  les  valeurs,  précédentes  ; 

1      a      3 

tous  les  tjdrmes  y ,  y ,  y ,  etc.  seront  donnés  par  le  premier 

o 

terme^;  et  un  terme  quelconque  y,   répondant  à   x^   sera 

o 

donné  en  a:  et  ^. 
Ainsi  l'expression  du  terme  général  contiendra  nécessaire^ 

ment  la  valeur  arbitraire  et  constante  du  premier  ternie  y. 

Si  l'équation  proposée  était  aux   différences   secondes   ou 

.  .    •      ■  .  ■* 

entre  les  termes  suçcesâfs^,  y>yy  on  pourrait  en  tirer  la  va- 
leur de  j^,. et  Ton  aurait  ( 

,    y=f(s^>y>y)'. 

Donc ,   faisant  successivement 

x^=zp,  i,  ^if^Si,  etc., 

on  aurait 

■  il       .      - 

y=fCo,y,y),   y=f(,iyy>y)y  y=H^i>yyy)3  ^tci 

de  sorte  qu'en  substituant  toujours  les  valeurs   précédentes  , 

.934  01 

Qn  aurait  les  termes^ ,  j^ ,  ^ ,  etc.  donnés  en^  ^^y»  parcon- 

«équent  le  terme  général  y  répondant  à  x  serait  exprimé  ea 

o  I  01 

^yy  et  y  y  dans  lequel  y  et  y  ont  des  valeurs  arbitraires  et 
Constantes. 
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Et  ainsi  pour  les  équations  aux  différences  plus  hautes; 

On  voit  par  là  que  le  nombre  de  constantes  arbitraires  qm 
doivent  entrer  dans  Texpression  complète  du  terme  général ,  est 
nécessairement  égal  à  Texposant  de  la  plus  liante  différence 
qui  entre  dans  Féquation  proposée  ;  d*où  Ton  doit  conclure 
que  toute  expression  du  terme  général  qui  sadifera  i  une 
équation  aux  différences^  et  qui  aura  autant  de  constantes  v« 
bitraires  que  cette  équation  en  admet  en  raison  de  l'ordre  de 
ces  différences  y  devra  être  regardée  comme  complète,  de 
quelque  macère  qu'on  y  soit  parvenu. 

Mais  la  même  équation  pourra  encore  être  susceptible 
d'une  autre  expression  générale  qui  répondra  4  l'équation 
primitive  singulière ,  et  qu'on  pourra  trouver  par  les  mêmes 
principes. 

Car  si 

est  l'équation  qui  donne  l'expression  générale  de^  en  x  arec 
la  constante  arbitraire  a ,  on  aura  l'équation  entre  les  tennes 

successifs  y  et  y ,  on  y]  et  y-^Ay,  en  éliminant  a  des  deux 
équations 

P(.^,y>o)=zo,    F(x,y,  a)  =  o; 

et  le  résultat  de  cette  élimination ,  qui  sera  l'équation  aux 
différences^  sera  le  même^  soit  que  la  quantité  a  soit  une 
constante  ou  une  quantité  dépendante  de  x ,  pourvu  que^  dans 
ce  cas ,  elle  soit  telle  que  l'on  ait 

^^^  +  hy>  a)=:F{x+i,y,ay 
Cette  équation  étant  délivrée  des  fractions  et  des  radicaux, 

sera  toujours  divisible  par  a  «^ a,  puisqu'on  effet  a=a  satis- 
fait ;  et  il  est  clair  que  cette  racine  donne  a  égal  à  une 
constante ,  comme  on  l'avait  supposé  d'abord. 
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Si  l'équation  ne  contient  les  quantités  a  et  a  qu'à  la  première 
dimension  ,  le  résultat  de  la  division  ne  contiendra  plus  ces 
quantités;  ainsi 

ê 

a  —  a  =:  ô 

sera  la  seule  racine  y  et  il  n*y  aura  alors  qu'une  seule  expres- 
sion du  terme  général. 

Mais  si  ces  mêmes  quantités  forment  plnsfeurs  dimensionf 
dans  réquation  dont  il  s'agit ,  elles  s'y  trouveront  encore  après 

la  division  par  a^^a^  et  l'on  aura  une  nouvelle  équation  entre 

a  et  a^  qui  sera  9  parconséquent,  aux  différences  premières  par 
rapport  à  la  variable  a  y  et  qui  pourra  donner  encore  une  ott 
plusieurs  valeurs  de  a  avec  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 
C'est  le  cas  de  l'équation  que  nous- avons  considérée  ci-dessus. 

•  ■ 

En  regardant  a  comme  une  fonction  de  x  ^  -a  qui  irépond 
i  X  -^  i/ deviendra ,  par  le  développement , 

/  ;      £*    '*        '    ' 

G  =  a  4-m' +  - a"  +  etcvr  :-: 

€t la  fonction  F(^x,y,  a)  deviendra  aussi  ^    "■-      ":  ; 

F(^x,y,  a)  +  ia'F'  (a)  •+■  etc.  ; 

parconséquent  l'équation  en  a  et  a  deviendra 

ia'F' (a) -f- etc.  ==.0. 

f 

Lorsque  i  devient  infiniment  petit ,  les  termes  qui  contiennent 
if,  r*,  etc.  devant  i  être  négligés  vis-à-vis  de  ceux  qui  ne  con- 
tiennent que  iy  l'équation  précédente  se  réduit  à 

iaF'  (a)  ::??  o. 
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laquelle  do;ix^e 

et  parconséquent  a  constante ,  ou 

d*où  Ton  tire  a  en  fonction  de  x  ;  c*est  le  cas  des  équations 
p^inûtives  sû^gulièrea. 

Dans  ce  cas  donc ,  Texpression  de  a  ne  peut  plus  contenip 
de  constante  arbitraire  ni  dépendre  de  la  quantité  i  ;  parconsé- 
quent il  faut  que  les  termes  qui  renfermeraient  i  dans  l'esprefr* 

eion  générale  de  a,  tirée  de  Téquation  en  a  et  (z ^  disparaisseal  ; 
absolument  dans  le  cas  de  i  infiniment  petit ,  quand  même  ces 
termes  ne  deviendraient  pas  alors  infiniment  petits ,   comme   J 
xious  rivons  vu  dans  l'exemple  précédent. 

.  La  plupart  des  formulas  qu*on  a  trouvées  par  la  considéra^ 
lion  des  difféi^ânces  finies  j  «t  qu'on  a  ensuite  traduites  en  calcul 
^iFérentiel ,  présentent  des  difficultés  analogues. dans  le  passage 
du  fini  à  "FînÈniinent  petit ,  et  qu'on  ne  peut  lever  que  par  1|  ' 
même  principe  de  rejeter  indistinctement  des  formules  finies  ^ 
tous  les  termes  qui  contiendraient  des  différences  infiniment 
petites ,  de  quelque  manière  que  ces  différences  s'y  trouvent 
contenues. 

Ainsi ,  par  exemple ,  on  a ,  en  employant  les  différences 
successives , 

y=zy+ùy,y=y+2  ^y  +Ay,y=y  +  5Ay+  3A*^  +Ay  etc.  ; 
et  en  général , 

yW  =:y+mAy+  — î^-- i  Ay  +  -^^ ^ ^  A^^-f-etc; 

c'^st  Texpression  du  terme  m."P'  qui  répond  au  tenue  jc-rf-Tiii 

de  la  série  x,  a:  -f  i ,  op  -f-  ai,  etc. 

$\  donc  on  fait 

mi  ^^  a>  , 
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ff 

terme  répondant  k  a:  +  câ ,  sera ,  par  \sl  substitution  de  Z 
lieu  de  m 

'       *     "^        a  i*  a  3  i^   ^ 

Cette  formule  ,  donnée  d'abord  par  Newton, ,  à  la  fin  des 
nncipes,  pour  Tinterpolation  des  lieux  des  comètes^  a  été  en- 
ite  appliquée ,  par  Tailor ,  au  cas  où  les  différences  i  deye- 
xit  infiniment  petites  et  égales  k  dx  ^  les  différences  Ajr, 
y  j  etc.  deviennent  dy ,  dy ,  etc. 

Alors ^  en  négligeant  les  termes  i,  ai,  3i,  etc.  vis-à-yis  de  », 
4  la  formule 

LÎ  exprime  la  valeur  de  ce  que  devient  y  lorsque  x  devient 

C'est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  Throrème  de  Tailor, 

Cependant ,  comme  les  coefficiens  de  i  «dans  les  facteurs  sue-' 
ssifs  de  la  première  formule ,  vont  en  augmentant  continuel- 
ment ,  il  est  idsible  que  ,  quelque  petit  que  soit  i  ',  il  se  trou^ 
tra  à  la  fin  multiplié  par  un  coefficient  si  grand ,  que  sa  valeur 
Durra  devenir  comparable  à  çellç  de  a»  ^  et  ne  pourra  plus 
!se^  Ma&'erreiBtr-,  négligée  vis-à-vis  de  celle-ci.  Mais  la  sup- 
cession  de  tous  les  multiples  de  i ,  quelque  grands  qu'ils  soient , 
t  néamnoiivs  compiandée  par  la  nature  de  la  chose ,  afin  que, 

m  quantités—*^  ,  -^^^  etp.-.  tîesdent  d'être  exprimées  par  les 

iTérences  finies  des  quantités  y  ^  y  f  y>  etc. ,  qui  sont  des 
^notions  semblables  dé  03,  x  rf-  f ,  x  •+-  ^i,  etc. ,  et  deviennent 
mplement  les  fonctions  dérivées  y ,  ^^ ,  etc.  de  la  même 
itl^çtipnj^. 
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fin  effet,  la  quantité  j^  étant  regardée  comme  ime  foi 
de  x  ^  la  formule  dont  il  s'agit  doit  donner  la  même  fom 
de  X  -f-  «  ;  et  nous  avons  démontré  y  d*une  manière  cErecte 
rigoureuse ,  que  cette  fonction ,  développée  suivant  les  pi 
iances  de  «»  ^  est  exactement  égale  à  la  série 

La  formule  des  sinus  des  arcs  multiples  ,  s'aqipliqiie  de 
même  manière  au  développement  des  sinus  par  l'arc ,  et 
sujette  aux  mêmes  difficultés. 

£n  effet  on  a,  comme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  dixième^ 

„  ,                 m(7îi — i)(m— fl)        ..  ,    .fj 
im.  mx — y/icos.  "^"xsm.  x—  — ^ y  cos.'^'xsm'.J 

a. 5. 4. 5 

Supposons  X  infiniment  petit  et  m  infini  ^  ensorte  que  ntf 
ait  une  valeur  finie  z  :  donc  m  =  -  ,  et  les  coeffusiens 

X 


m{mr^\){m — a)    m(m~i) (m — fl) (m-^) (mp^4)  jgjç;| 


fl.3  '  ■  .    fl.3.4.^ 


l-l  -    -  1 

......  s 

deviendront,  en  rejetant  vis-à-vis  de  z  tous  les  multiples  dex^ 

quelque  g;rands  qu*ib  puissent  être^-- 


%  Z^  A^ 


x'  fl.3x3' a. 3.4.50?^* 


etc. 


D'un  autre  côté,  sin.  x  se  réduit  à  x,  et  cos.  x  à  1  ;  donc 
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ismt  ces  substitutions ,  on  a 


z'  -.        z^ 


Sin.  2  =  2— =  -J rr     ,    r  ""  etc. 

a.o      2.0.4.3 

"mule  exacte  et  rigoureuse^  comme  nous  l'avons  trouvé  par 
i  méthodes  directes. 

Ce  n*est  pas  seulement  dans  le  passage  des  différences  finies 
X  différentielles  que  les  fonctions  changent  de  forme  y  cela 
lien  aussi  dans  plusieurs  autres  circonstances  ;  et  nous  allons 
îre  voir ,  par  différens  exemples ,  que  l'analyse  indique  tou- 
3rs  et  opère  ce  changement^  par  des  expressions  qui  dé- 
ciment alors  zéro  divisé  par  zéro. 

Considérons  d'abord  la  différentielle  d,fx.  Suivant  les  prin- 
ces rigoureux  du  calcul  des  différences  ;  on  a 

d.fx  =/(x  +  dx)  — /x  ; 
.  parconséquent 

d,fx jf(x  +  dlr  )  — fx 

dx  dx 

d  {n  o 

Cette  valeur  de—^  devient  -  lorsque  cir  =  o  ;  pour  savoir 

e  qu'elle  doit  être  dans  ce  cas-là ,  on  suivra  la  règle  exposée 
la  fin  dç  la  leçon  huitième  ,  et  que  nous  avons  déduite  de 
tincipes  indépendans  du  calcul  différentiel. 

On  prendra  donc  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et 
u  dénominateur ,  relatives  à  la  variable  dx^^ïony  fera  en^ 
Rite 

<ir=  o. 

On  aura  ainsi/'  (a:  +  ^ )  >  et ,  faisant  dx=  o ,  on  trouvera 


Sl6  CALCUL 

d,fx 
fx  pour  la  valeur  de  -;v— ;  lorsque 

dx  =  o. 

Cette  valeur  est^  comme  Ton  voit  y  la  même  que  celle  qs 
donne  le  calcul  différentiel  ^  comme  nous  l'ayons  observé 
la  £n  de  la  leçon  deuxième. 

Si  Ton  considère  de  même  les  différences  secondes ,  on 
d'abord  rigoureusement 

donc 

En  faisant 

rfx  =  o, 

O*      TJC  O 

cette  valeur  de      ''    devient  -  ;  on  prendra  donc  alors  1 

fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur  relat 
vement  à  la  variable  dx  ^  ce  qui  donnera 

f  (x -f  zdx)  —f  Xx+dx) 

dx 

Cette  expression  devient  de  nouveau-,  lorsqu'on  y  fait 

da;  =  o; 

c'est  pourquoi  il  faudra  prendre  encore  les  fonctions  "dériv( 
du  numérateur  et  du  dénominateur  relativement  à  la  me! 
variable  dx  ^  on  aura 
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^n  faisant  ici 

d*.  fx 
a  enBn  f"x  pour  la  valeur  de     u'  '^^■■-  ,  lorsque 

aj:=  o. 

C'est,  en  effet,  la  valeur  de  la  différentielle  seconde  de^  , 
^isée  par  dx^. 

On  doit  conclure  de  là,  en  général,  que  les  expressions 

- ,  "T^,  etc.  employées  dans  le  calcul  différentiel,  ne  peuvent 

re  prises  que  pour  des  symboles  des  fonctions  dérivées 
,  y,  etc. 

• 

Nous  avons  observé  plus  haut ,  qiie  Tailor  n'était  parvenu 
la  formule  qui  porte  son  nom ,  que  d'une  manière  peu  exacte, 
^n  peut,  par  les  principes  précédens ,  donner  à  son  procédé 
lute  la  rigueur  que  l'analyse    exige. 

Si,  dans  la  formule  générale  d'interpolation  donnée  ci-dessus, 
D  fait 

Ile  devient 


If 


a  i' 


*  a. 3  y       ^ 

ans  laquelle 

A\fx  =  f  (X  +  ai)  -  a/(x  +  i)  +  fx, 
etc. 
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Cette  formule  est  générale  quel  que  soit  i  s  mais  en  ùixsA 

i  =  o, 

11  j  .        A  .fx    A*,fx  ,     .  oJ 

les  valeurs  des  expressions  — r^^—  ,  — ^  ,  etc.  deyien&ent-^ 

Or  ces  expressions  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avooi 
considérées  ci-dessus ,  en  changeant  A  en  c2^  et  i  en  dx. 

Ainsi  elles  deviennent /^j?,  f'x ,  etc. ,  dans  le  cas  de         ; 

i  =  o. 
On  a  donc  alors  ' 

/(x  +  a)  =fx  +  ùfx  +  ^f^  +  etc. 

comme  nous  l'avons  trouvé  dans  la  leçon  deuxième ,  d'une  ma- 
nière rigoureuse  et  directe. 

On  peut  conclure  de  ce  que  nous  venons  d'exposer ,  qM 
ceux  qui^  d'après  Euler,  regardent  les  différentielles  commj 
de  véritables  zéros,  et  parconséquent ,  leur  rapport  comi^a 
celui  de  zéro  à  zéro ,  sont  dans  toute  la  rigueur  de  l'analyse; 
parcequ'une  fonction  qui  satisfait  en  général  aux  conditiooi 
d'une  question ,  ne  saurait  changer  de  forme  pour  un  cas  par- 
ticulier y  qu'en  passant  par  l'état  de  -  ;  domme  on  peut  le  prou- 
ver par  plusieurs  exemples. 

On  sait  que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progres- 
sion géométrique 

1  +  a  +  «*  +  û'  +  etc. , 


.     ,  1  — a* 


est  exprimée  par 


a 


En  regardant  cette  expression  comme  une  fonction  de  n< 
on  voit  que  cette  fonction  e§t  de  la  forme  exponentielle. 
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Cependant^  lorsque 


a 
Ïa  série  devient 


t' 


1  -f- 1  -f- 1  +  etc., 
la  8<Hiime  de  n  termes  est  n. 


Ainsi,  dans  ce  cas  ,  il  faut  que  la  fonction  exponentielle 
change  de  forme  et  devienne  une  simple  fonction  algébrique , 
ce  qui  ne  peut  se  faire  que  par  une  espèce  de  saut  que  l'ana- 
lyse indique  alors  par  l'expression  ~. 

£n  effets  en  faisant 

1  "^  CL^  O 

la  formule devient-  :  pour  en  trouver  la  valeur,   il 

"ÙLUt  prendre  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénomi- 
maÈeur,  relativemait  à  la  variable  a,  ce  qui  donne  iza"'"^^  et 
Ibirconséquent  n,  en  faisant 


La  fonction  primitive  de  x"  ^  ou  l'intégrale  de  x^dx ,  est  > 
général ,  — — ■  ; 

Pour  qu'elle  commence  au  point  où 


a?=ai 


a«+* 


il  en  faut  retrancher  la  constante  — -, —  ;   et  Ton  a  alors  la 
fonction 

n  +  1 

Cette  fonction  de  x  est  toujours  algébrique  ;  mais  dans  le 
cas  ou 
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Cependant^  lorsque 

série  devient 

1  4"  1  +  *  +  etc., 

:  la  eomme  de  n  termes  est  n. 

Ainsi  I  dans  ce  cas  ,  il  faut  que  la  fonction  exponentielle 
lange  de  forme  et  devienne  une  simple  fonction  algébrique , 
s  qui  ne  peut  se  faire  que  par  une  espèce  de  saut  que  Fana- 
sse indique  alors  par  Texpression  ~. 

£n  effet,  en  faisant 

0=  1 


> 


1  —  a*  ,    .      o 


i  formule  — — -  devient  -  :  pour  en  trouver  la  valeur ,  il 
1  —  a  o     '^  ' 

%ut  prendre  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénomi- 

.ateur,  relativem^it  à  la  variable  a,  ce  qui  donne  iza"'"^  et 

^jurconséquent  n ,  en  faisant 


La  fonction  primitive  de  x" ,  ou  l'intégrale  de  x^dx ,  est  > 
Kl  général, 


^iH-i 


Pour  qu'elle  commence  au  point  où 


&1  en  faut  retrancher  la  constante  — -, —  ;   et  Ton  a  alors  la 

n  +  i 

Konction 

Cette  fonction  de  x  est  toujours  algébrique  ;  mais  dans  le 
ou 
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elle  devient  -  ;  ce  qui  indique  qu'elle  doit  alors  clianger  i 

forme. 

Pqi;^;  toDuver  la  nouvelle  fonction ,  on  prendra  les  fonctk) 
dérivées  du  numérateur  et  dû  dénominateur  de  Texpresà 
précédente,  relativement  à  la  variable  n ^  ron  aura  ainsi,! 
les  formules  données  dans  la  leçon  quatrième , 

3^^  Ix  —  a*^*  la* 
En  faisant 

n  =  — 1, 

on  a  ilr  —  la  ou  l-  pour  la  fonction  primitive  de  - ,  ciomme 

Ta  trouvé  dans  la  même  leçon  par  d'autres  principes. 
La  série 

cos*  'a:  sm  a:  —  -^î ~-^ X  cos^^x  sm.' Ji; 

2.0 

(n— i)  (n— îî)  (n  — 3)  (n— 4)    ^      .^      .c 

2.0.4.3 

est  représentée  généralement  par  la  fonction  en  simis ,  — * 
comme  on  le  yoit  par  la  formule  rapportée  plus  haut« 

Cette  fonction  devient  -  lorsque 

7ir==  o  ^ 
auquel  cas  la  série  se  réduit  à 

sin  X        sin^  x  sin^  x 

—  5 — '"^i —  +  r 5 —  ""  ^^* 

COSX         OCOS^X         DCOS^X 

Cela  indique  que  la  fonction  doit  changer  de  forme  dan 
cas  ;  en  effet ,  si  on  prend ,  suivant  la  règle ,  les  fonctions 
rivées  du  numérateur  et  du  dénominateur ,  relativement 
variable  n,  la  fonction  devient  x  cos  tu?,  et  se  réduit  à  la  £ 
tiûn  circulaire  x>  en  faisant 

11  =  o< 

C 
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Cependant^  lorsque 

0=:::  l  , 

.  série  devient 

1  -f- 1  +  1  +  etc., 

t  la  somme  de  n  termes  est  n. 

Ainsi,  dans  ce  cas  ,  il  faut  que  la  fonction  exponentielle 
:1iange  de  forme  et  devienne  une  simple  fonction  algébrique , 
:e  qui  ne  peut  se  faire  que  par  une  espèce  de  saut  que  l'ana- 
lyse indique  alors  par  Texpression  ~. 

En  effet,  en  faisant 

U formule devient-  :  pour  en  trouver  la  valeur,  il 

bat  prendre  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénomi- 
nateur, relativemait  à  la  variable  a,  ce  qui  donne  na'^'^^,  et 
parconséquent  n ,  en  faisant 

La  fonction  primitive  de  x" ,  ou  Tintégrale  de  x^dx ,  est , 

«n  général ,  — — ■  ; 
/i  -f-  1 

Pour  qu'elle  commence  au  point  où 


a;=a 


; 


a"+» 


il  en  faut  retrancher  la  constante  — ; —  ;   et  Ton  a  alors  la 
fonction 

n  +  1 

Cette  fonction  de  x  est  toujours  algébrique  ;  mais  dans  le 
cas  ou 

11=:—  1  ^ 


•  ■,■.'■■■■ 
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laquelle  domine 

et  parconséquent  a  constante  ^  ou 

d*où  l'on  tire  a  en  fonction  de  x  ;  c'est  le  caa  des  équations 
primitives  singulières. 

Dans  ce  cas  donc ,  l'expression  de  a  ne  peut  pins  contenif 
de  constante  arbitraire  ni  dépendre  de  la  quantité  i  ;  parconsé- 
quent il  faut  que  les  termes  qui  rexifermera^ent  i  dans  l'eiiprtsr? 

eion  générale  de  a ,  firée  de  l'équation  en  a  et  a  i  dispaiaifleat 
absolument  dans  le  cas  de  i  infiniment  petit ,  quand  même  ces 
termes  ne  deviendraient  pas  alor?  infiniment  petits  >  conune 
nous  rivons  vu  dans  l'exemple  précédent. 

.  La  plupart  des  formulas  qu'on  a  trouvées  par  la  considéra^ 
tioa  des  difFéméces  finies ,  «t  qu'on  a  ensuite  traduites  en  calcul 
différentiel ,  présentent  des  difficultés  analogues.dans  le  passage 
du  fini  à  t^Ëniment  petit ,  et  qu'on  ne  peut  lever  que  par  l| 
même  principe  de  rejeter  indistinctement  des  formules  finies 
tous  les  termes  qui  contiendraient  des  différences  infiniment 
petites ,  de  quelque  manière  que  ces  différences  s'y  trouvent 
contenues. 

Ainsi ,  par  exemple  ^  on  a ,  en  employant  les  âfférences 
successives , 

y=y+Ay/y=y+a  !Ny + A^yj-jf  +  5Ay+  3A^  +A«jf,etc.i 
et  en  général , 

yW  =:y+mAy+  -^^- i  Ay  +  -^^ -^ ^  A^j^+ctcS 

'  ■  » 

ç'^st  Texpression  du  terme  m.'»'  qui  répand  an  tenne  xr^-ni 
de  la  série  x,  ar  -f.  £ ,  oc  +  ai,  etc. 

$\  donc  on  fait 
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C'est^  comme  Ton  sait  ^  la  valeur  rigoureuse  de  la  série 
tang  X  —  ^  tang'  ^  +  z  tang^jc  —  etc. 

On  voit   clairement,   par  ces  difFérens  exemples^  qu'il  se- 
ntit   aisé  de  multiplier  s'il   était    nécessaire  ,  que  l'expres- 

âon  -  est  toujours  le  symptôme  d'un  changement  de  fonc- 
tion, ce  qu'il  me  semble  qu'on  n'avait  pas  encore  remarqué. 

C'est  par  les  principes  exposés  dans  cette  leçon,  qu'on  peut 
résoudre  ,  d'une  manière  satisfaisante  ,  les  difficultés  qu'on  a 
toujours  rencontil^ées  lorsqu'on  a  voulu  appliquer  à  un  nombre 
infini  d'élémens ,  les  formules  qu'on  avait  trouvées  pour  un 
nombre  fini  quelconque.  Le  fameux  problème  des  cordes  vi- 
brantes en  fournit  un  exemple  remarquable  -,  et  l'on  peut  voir 
dans  les  Opuscules  Mathématiques  {tom,  I  et  Z/^,  les  objections 
çie  d'^/emieri a  faites  contre  la  solution  de  ce  problème,  don- 
née dans  le  premier  volume  des  Mémoires  de  Y  Académie  de 
Turin ,  et  déduite  de  la  formule  générale  du  mouvement  d'un 
£1  chargé  d'im  nombre  quelconque  de  poids  ^  en  supposant  ce 
nombre  infini,  et  chaque  poids  infiniment  petit.  Dans  la  ré- 
ponse à  ces  objections ,  qu'on  trouve  dans  le  second  volume  des 
mêmes  Mémoires,  je  me  suis  contenté  de  faire  voir,  par  l'exac- 
titude des  résultats,  la  légitimité  des  suppositions  que  j'avais  em- 
ployées dans  le  passage  du  fini  à  l'infini  ;  mais  la  vraie  métaphy- 
sique de  ces  suppositions  dépend  des  mêmes  principes  que  celle 
du  calcul  des  infiniment  petits,  sur  laquelle  il  ne  peut  plus  rester 
maintenant  d'incertitude  ni  d'obscurité. 

Nous  allons  terminer  cette  leçon  par  quelques  remarques 
sur  l'invention  du   calcul  différentiel. 

On  peut  regarder  Fermât  comme  le  premier  inventeur  des 
nouveaux  calculs.  Dans  sa  méthode  de  maximis  et  minimis  ^ 
il  égale  l'expression  de  la  quantité,  dont  on  recherche  le 
maximum  ou  le  minimum^  i  l'ésq^ressioa  de  k  même  quantité 

X 
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dans  laquelle  Finconnue  est  augmentée  d'une  quantité  indte» 
minée.  Il  fait  disparaître  dans  cette  équation  les  radicaux  û 
les  fractions  s'il  y  en  a^  et  après  avoir  effacé  les  termes  comnuDi 
dans  les  deux  membres ,  il  divise  tous  les  autres  par  la  quift* 
tité  indéterminée  par  laquelle  ils  se  trouvent  multipUéi;  tnw 
il  fait  cette  quantité  nulle  ^  et  il  a  une  équation  qui  sert  à  djk- 
terminer  Tinconnue  de  la  question.  En  voici  un  exemple  très* 
fimple^  donné  par  Fermât. 

Soit  proposé  de  diviser  une  ligne  donnée  en  deux  parties^  4p 
manière  que  le  rectangle  de  ces  deux  parties  soit  un  maximum. 
Nommant  a  la  longueur  de  la  ligne  donnée^  et  x  une  de  m 
parties^  a — x  sera  l'autre,  et  l'expression  dont  on  cherdie 
le  maximum  sera  ox—  o^.  Ajoutant  la  quantité  arhitrainf 
i  l'inconnue  x,  on  aura  cette  nouvelle  expression^ 

Egalant  ces  deux  expressions  ^  on  a  l'équation 

ax^^  r*=:fl(x-|-0  "^  (^+*)*> 
•avoir  en  développant  le  quarré  («+«)** 

or— x*  =  ac  +  oe—  a:*-^axe— «f. 

Effaçant  de  part  et  d'autre    les  termes  conununs  «r-^x*, 
et  divisant  1^  autres  par  e,  on  a 

a—  ax  — e=o, 

où  il  faut  maintenant  supposer  e  nul  ^  ce  qui  réduit  l'équa* 
tion  à 

a  —  307  =  o  ; 
d'où  l'on  tire 

a 

ce  qui  montre  que  la  ligne  donnée  doit  être  partagée  p«r  b 
Bûlieu^  comme  on  le  «ait  d'ailleurs. 
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C'est^  eomme  l'on  sait  ^  la  valeur  rigoureuse  de  la  série 
tang  X  —  ^  tang'  ^  +  z  tang^jc  —  etc. 

On  voit  clairement,   par  ces  difFérens  exemples^  qu'il  $e- 
'ait    aisé  de  multiplier  s'il  était    nécessaire  ,  que  l'expres- 

non  -  est  toujours  le  S3anptôme  d'un  changement  de  fonc- 

ion ,  ce  qu'il  me  semble  qu'on  n'avait  pas  encore  remarqué. 

C'est  par  les  principes  exposés  dans  cette  leçon,  qu'on  peut 
résoudre  ,  d'une  manière  satisfaisante ,  les  difficultés  qu'on  a 
toujours  rencontil^ées  lorsqu'on  a  voulu  appliquer  à  un  nombre 
Infini  d'élémens ,  les  formules  qu'on  avait  trouvées  pour  un 
Eiombre  fini  quelconque.  Le  fameux  problème  des  cordes  vi- 
brantes en  fournit  un  exemple  remarquable  ;  et  l'on  peut  voir 
Sans  les  Opuscules  Mathématiques  {tom.  I  et  //0>  l^s  objections 
q[ue  d'u^/emieri a  faites  contre  la  solution  de  ce  problème,  don- 
née dans  le  premier  volume  des  Mémoires  de  Y  Académie  de 
Turin ,  et  déduite  de  la  formule  générale  du  mouvement  d'un 
El  chargé  d'un  nombre  quelconque  de  poids  ,  en  supposant  ce 
Kiombre  infini,  et  chaque  poids  infiniment  petit.  Dans  la  ré- 
ponse à  ces  objections ,  qu'on  trouve  dans  le  second  volume  des 
mêmes  Mémoires,  je  me  suis  contenté  de  faire  voir,  par  l'exac- 
^tude  des  résultats,  la  légitimité  des  suppositions  que  j'avais  em- 
ployées dans  le  passage  du  fini  à  l'infini  ;  mais  la  vraie  métaphy- 
^que  de  ces  suppositions  dépend  des  mêmes  principes  que  celle 
^u  calcul  des  iofiniment  petits,  sur  laquelle  il  ne  peut  plus  rester 
maintenant  d'incertitude  ni  d'obscurité. 

Nous  allons  terminer  cette  leçon  par  quelques  remarques 
wai  l'invention  du   calcul  différentiel. 

On  peut  regarder  Fermât  comme  le  premier  inventeur  des 

nouveaux  calculs.  Dans  sa  méthode  de  maximis  et  minimis  ^ 

a.  égale  l'expression  de   la  quantité,    dont  on    recherche  le 

miaximum  ou  le  minimum ,  à  l'expression  de  la  même  quantité 

X 
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dans  laquelle  Imconnue  est  augmentée  d'une  qnantité  indàer* 
minée.  Il  fait  disparaître  dans  cette  équation  les  radicanz  it 
les  fractions  s*il  y  en  a,  et  après  avoir  effacé  les  termes  comnum 
dans  les  deux  membres ,  il  divise  tous  les  autres  par  la  quan- 
tité indéterminée  par  laquelle  ils  se  trouvent  moltipUéa;  miÉt 
il  fait  cette  quantité  nulle ,  et  il  a  une  équation  qui  aert  i  iir 
terminer  l'inconnue  de  la  question.  En  voici  un  exemple  trèi- 
fimple^  donné  par  Fermât. 

Soit  proposé  de  diviser  une  ligne  donnée  en  deux  parties^  4p 
manière  que  le  rectangle  de  ces  deux  parties  soit  un  nuuâmxoL 
Nommant  ola  longueur  de  la  ligne  donnée,  et  x  ime  de  m 
parties,  a— x  sera  l'autre,  et  l'expression  dont  cm  chondit 
le  maximum  sera  ox—  o^.  Ajoutant  la  quantité  arbitraire # 
i  l'inconnue  x,  on  aura  cette  nouvelle  e^ression^ 

a  (q?  -f-  e)  —  (x-f-  «)*• 
Egidant  ces  deux  expressions,  on  a  l'équation 

•avoir  en  développant  le  qoarré  (ii?+0*> 
or— x*  =  cuc  +  ae—  a:*-^axe 


r 


Effaçant  de  part  et  dautre    les  termes  conuouxv  «r— «*, 
et  divisant  les  autres  par  e,  on  a 

a—  ax  — c=o, 

où  il  faut  inaintQnant  supposer  e  nul  ^  ce  -qui  rédoit  l'éqni* 
tion  à 

a  —  307  =  G  ; 
toi  l'on  tire 

a  -, 

a  ■ 

ce  qui  montre  que  la  ligne  donnée  doit  être  partagée  par  b^ 
milieu,  comme  on  le  sait  d'ailleun« 


\ 
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n  est  facile  de  voir  au  premier  coup-d*œil  ^  que  la  règle 
léduite  du  calcul  différentiel^  qui  conisiste  à  égaler  i  zéro 
a  diff(érentielle  de  l'e^ression  qu'on  yeut  rendre  un  maximMm 
)a  oit  minimum,  prise  en  faisant  varier  l'inconnue  de  cette 
expression ,  donne  le  même  résultat ,  parceque  le  fond  e^  la 
Hème ,  et  ^e  les  termes  qu'on  néglige  conmie  infiniment  pe- 
tits dans  le  calcul  différentiel ,  sont  cenx  qu'on  doit  supprir 
mer  comme  nuls  dans  la  luéthode  de  Fermât. 

Sa  méthode  des  tangentes  dépend  du  même  principe.  Dana 
l'éqnatioA  entre  l'ahscisse  et  l'ordonnée^  que  Fermât  ^pelli» 
la  propriété  spécifique  de  la  courbe  y  il  augmente  ou  diminoo 
l'abscisse  d'une  quantité  indéterminée,  et  il  regarde  la  nou-* 
tdle  ordonnée  conune  appartenant  à- la-fois  à  la  courbe  et  à 
la  tangente,  ce  qui  fournit  une  équation  qu'il  traite  commo 
celle  de  la  méthode  de  maximis  et  minimis. 

Ainsi  X  étant  l'abscisse   et  y  l'ordonnée ,  si  I  est  la  sou- 
tangente  au  point  de  la  courbe  qui  répond  k  xeX  y,  il  est 

ihcSe  de  voir  que  les  triangles  semblables  donnent -3^        ■  ■■■ 

pour  l'oidonaée  à  la  tangisnte,  Tektivement  à  l'abscisse  x-fe; 
^  cette  ordonnée  doit  être  égalée  à  celle  de  la  courbe  pour  la 
^êjxie  alMcisse  xr  +  e.  On  aura  donc  l'équation  dont  il  s'agit, 
^  mettant  dans  l'équation  de  la  courbe ,  a:  «f-  «  à  la  place 

de  a?y  «ty+^  ^^^  place  de  y.  Cette  équation,  après  les 

^Sdactioni,  sera  divisible  par  e  \  on  divisera  donc  tous  les  termes 
^«r  By  et^n  supprimera  ensuite  comme  nuls  tous  ceux  oà 
l^uidéterminée  e  se  trouverai  parcequ'on  doit  supposer  cetto 
iQdéterminée  nulle.  L'équation  restante  donnera  la  valeuc  de  i 
Ba  X  et  y, 

jjLinsi  dans  la  parabole ,  par  exemple ,  dont  l'équation  e^ 

'_  y* — iix=o, 

mettant  y  -^^  ilà  place  dey,  et  x  +  e  à  la  place  <Je«, 

équation  devient 
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y*  + -«2!I- -i..2L- ax  —  ae  =  o.' 

Maif 

^— <ix  =  o; 

donc  eiFaçant  ces  termes  et  divisant  les  autres  par  s,  et 
aura 

v'e 
et  effaçant  encore  le  terme  ^^  ,  qui  s*éyànouit  en  fiûiaiit  i 

nul  y  on  aura  simplement  Téquation 


ai. 


doù  l'on  tira 


a 


On  voit  encore  ici  Tanalogie  de  la  méthode  de  Fermai  areC 
celle  du  calcul  différentiel;  car  la  quantité  indéterminée  dont 
on  augmente  l'abscisse  x ,  répond  à  la  différentielle  dx ,  et 

la  quantité  ^  ^  qui  est  l'augmentation  correspondante  deji 

répond  à  sa  différentielle  dy. 

Et  il  est  même  remarquable  que^  dans  Técrit  qui  contietf 
la  découverte  du  calcul  différentiel ,  imprimé  dans  les  Ada 
de  Leipsic  du  mois  d^ octobre  1684»  sous  le  titre  :  Nova  ne- 
thodus  pro  maximis  et  minimis ,  etc.  Leibnitz  appelle  dy  ans 
ligne  qui  soit  à  la  ligne  arbitraire  dx  comme  rordonnéejri 
la  soutangente»  ce  qui  rapproche  l'analyse  de  Làbnitzàê 
celle  de  Fermât, 

On  voit  que   Fermât  a  ouvert  la  carrière  par  une  idée! 
très-originale,  mais  un  peu  obscure^  qui  consiste  a  introdairoj 
dans  l'équation  une  indéterminée  qui  doit  être  nulle  par  las^l 
ture  de  la  question ,  mais  qu'on  ne  fait  évanouir  qu'après  aroîf 
diviié  toute  l'équation  par  cette  même  quantité. 
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Cette  idée  est  devenue  le  germe  des  nouyeaux  calent»  .qui  ont 
Fait  faire  tant  de  progrès  à  la  géométrie  et  à  la  mécanique  ;  mais 
on  peut  dire  qu'elle  a  porté  aussi  son  obscurité  sur  les  prii>» 
Dîpes  de  ces  calculs. 

Maintenant  qu*on  a  une  métaphysique  bien  claire  de  cet 
principes ,  on  voit  que  la  quantité  indéterminée  que  Fermùt 
ajoutait  à  l'inconnue ,  ne  servait  qu'à  former  la  fonction  déri- 
vée qui  doit  être  nulle  dans  le  cas  du  maximum  ou  mini^ 
fnian ,  et  qui  sert  en  général  i  déterminer  la  position  des  tan- 
gentes des  courbes. 

Mais  les  géomètres  contemporains  de  Fermât  ne  saisirent 
point  l'esprit  de  ce  nouveau  genre  de  calcul  ;  ils  ne  le  regar- 
dèrent que  comme  un  artiSce  particulier  applicable  seule- 
ment à  quelques  cas,  et  sujet  à  beaucoup  de  difficultés.  On 
peut  voir  dans  le  troisième  tome  des  Lettres  de  Descartes , 
sa  longue  dispute  avec  Fermât  sur  ce  sujet.  Aussi  cette  in- 
Tention  qui  avait  paru  un  peu  avant  la  Géométrie  de  Descartes, 
demeura-t-elle  stérile  et  presque  dans  l'oubli  pendant  près  de 
quarante  ans  ;  car  si  on  excepte  la  règle  de  Sluze ,  pour  trouver 
les  tangentes ,  qui  paraît  déduite  de  la  méthode  de  Fermât , 
et  la  méthode  donnée  par  TVallis  pour  le  même  objet,  laquelle 
n'est  que  celle  de  Fermât ,  présentée  d'une  manière  moins  ab- 
straite ,  cet  espace  de  temps  n'offre  rien  qui  ait  rapport  à  la 
découverte  de  Fermât, 

Enfin  Barrow  imagina  de  substituer  aux  quantités  qui  doivent 
être  supposées  nulles,  suivant  Fermât,  des  quantités  réelles,  n^ais 
infiniment  petites ,  et  il  donna  en  1674  sa  Méthode  des  tangentes^ 
qui  n'est  que  la  construction  de  celle  de  Fermât  ^  par  le  moyen 

du  triangle  infiniment  petit,  formé  des  côtés  e  et  -2- ^  et  du 

côté  infiniment  petit  de  la  courbe,  regardée  comme  un  poly- 
gone. Il  donna  ainsi  naissance  au  système  des  infiniment  pe- 
tits ^  et  au  calcul  différentiel.  Mais  ce  calcul  n'était  encore 
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qii*ébaiiché  »  car  il  ine  s'appliquait  qu'aux  expressions  ratîbiH 
todles ,  et  exigeait  le  développement  des  tenues^  posr  qu'oe 
pût  négliger  ceux  qui  contiendraient  le  quarré ,  et  les  pnis^ 
aances  supérieures  des  quantités  infiniment  petites. 

n  restait  donc  à  trouver  un  algorithme  simple  et  général 
^plicable  à  toutes  sortes  d'expresiâons^  par  lequel  on  pft 
passer  directement  et  sans  aucune  réduction^  des  foriadei 
algébriques  à  leurs  dififérentieHes.  C'est  ce  que  Zeifail»  t 
donné  dix  ans  après ,  dans  l'écrit  eité  cir^essus  ^  qni  ledEemU 
les  élémens  du  calcul  différentiel  proprement  dît.  Il  paiiitqiit 
Newton  était  parvenu ,  dans  le  même  temps ,  ou  un  peu  anpt* 
"rovant ,  aux  mêmes  abrégés  de  calcul  pour  les  differentiationi^ 
Mais  c'est  dans  la  formation  des  équations  différentielles  et  dam 
leur  intégration  que  consiste  le  grand  mérite  et  la  force  princir 
pale  des  nouveaux  calculs;  et  sur  ce  point ,  il  me  semble  que 
la  gloire  de  l'invention  est  presque  uniquement  due  i  Leiir 
nîtz ,  et  surtout  aux  BemouUL 

Mais  tandis  que  cet  édifice  s'élevait  i  une  kauteur  imaMaue-, 
l'entrée  en  demeurait  toujours  mal  éclairée.  L'ea^loi  de  qu»- 
tités  qui  doivent  s'évanouir  d'elles  -  mêmes ,  ou  qui  dcnvot 
être  négligées  en  raison  de  leur  petitesse,  n'offre  i  l'e^irit 
des  commençans  que  des  idées  peu  satisfaisantes,  et  parconsé- 
quent  peu  propres  i  servir  de  base  à  la  partie  la  plas  inb 
portante  des  mathématiques.  Pour  lever  tous  les  scmpules  tt 
dissiper  tous  les  nuages,  il  ne  faut  rien  faire  évanouir  ,  ni 
rien  négl^r  ;  c'est  ce  qu'on  obtient  par  la  considératioi 
des  fonctions  dérivées. 
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atiyes  à  la  seule  variable  x ,  par  des  traits  appliqués  ^  comme 
i  l'ordinaire ,  à  la  caractéristique  de  la  fonction^  et  suivis  d'une 
rirgole  ;  les  fonctions  dérivées  relatives  à  la  variable  j^ ,  par  des 
Taits  appliqués  à  la  même  caractéristique ,  mais  précédés  d'une 
rirgule  ;  enfin  Its  fonctions  dérivées  relatives  en  partie  à  la 
irariable  x  et  en  partie  à  la  variable  j^,  par  des  traits  séparés 
^  ime  virgule ,  de  manière  que  ceux  qui  précèdent  la  virgule 
ie  rapportent  à  la  variable  x  y  et  ceux  qui  la  suivent  se  rap^ 
portent  à  la  variable  y. 

Cette  notation  conserve  mieux  l'analogie  qui  doit  régner 
entre  les  fonctions  dérivées  et  la  fonction  primitivey*(a:,^), 
dans  laquelle  la  virgule  sépare  les  deux  variables  indépendantes 
X  et^,  que  celle  que  j'avais  employée  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions^ en  appliquant  au  bas  de  la  caractéristique^  les  traits  re-* 
^tifs  aux  fonctions  dérivées  par  rapport  à  la  seconde  variable  j^. 

D'ailleurs  nous  trouvons  plus  convenable  d'employer  y  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  dans  la  leçon  dix-huitième  y  les  traits  in- 
férieurs pour  désigner  les  fonctions  primitives  d'une  fonction 
donnée. 

De  cette  manière  on  aura  donc  y  en  premier  lieu , 

/(x + i,y)  =  fix,y)  +  if^{x,y)  +  |f ''  {.x,y)  +  ^f"  iP^'J) 

-f-etc. 

Substituant  maintenant  partout  ^  -f-  o  à  la  place  de  ^ ,  on 
aura 

+  ^/H^,J^  +  o)  +  ^r'(^,J<  +  o)  +  etc, 
Développons  successivement  les  fonctions 


in 


i: 

•m 
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extension  dn  calcul  différentiel ,  et  on  aurait ,  dès  le  comnui* 
isement ,  embrassé  sous  un  même  point  de  vue  et  sons  xm  |:f 
même  dénomination ,  les  différentes  branches  du  même  calcul, 
qui  ont  été  long-temps  séparées  et  comme  isolées. 

Soit  d'abord  f(^J^,  y)  une  fonction  quelconque  de  deux  n* 
riables  x  ety ,  que  nous  regarderons  comme  indépendante» 
l'une  de  Tautre.  Si  dans  cette  fonction  on  substitue  àrla-lsii 
a;  -|-  £  à  la  place  de  x,  ety  -f-  ^  à  la  place  dey,  les  deux  qnao* 
tités  i  et  o  étant  indéterminées  y  qu'ensuite  on  développe  k 
fonction  /'(jc  +  î,^  +  ^)  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  i  et  o ,  il  est  clair  que  le  premier  terme  sans  f  ni  o  sen  h 
fonction  proposéey(x,  j')  ,  et  que  les  autres  termes  seront  h 
nouvelles  fonctions  de  x  et  y,  multipliées  successivement  par 
iy  o ,  i*y  io,  o^ y  P y  etc. 

Ces  fonctions  seront  aussi  dérivées  de  la  fonction  primitiTej 
f{x,yy\.  et  on  trouvera  la  loi  de  leur  dérivation,  en  considérant I 
successivement  les  dérivées  relatives  à  chacune  des  quantités  ieto.  | 

Pour  cela,  on  commencera  par  supposer  qu'il  n'y  ait  que  la 
variable  x  qui  devienne  x  -|-  f  ^  la  variable  y  demeurant  h 
même,  et  on  développera  la  fonctionne  a;  -|-  i^y)  comme  un« 
simple  fonction  de  x.  On  supposera  ensuite  que,  dans  les  fonc- 
tions dérivées  relatives  à  jc  ,  la  variable  y  devienne  jf  +o,  et 
on  développera  chacune  de  ces  fonctions  comme  des  fonctiom 
de^,  en  regardant  alors  la  variable  x  conune  une  constante 

Il  naîtra  ainsi  du  développement  dey(x4-  *,^  +  o)» 
différentes  fonctions  dérivées  de  la  fonction  primitive  jr(x,j') 
dont  les  unes  seront  relatives  à  la  variable  x  ^  les  autres  seront 
relatives  à  la  variable^,  et  d'autres  enfin  seront  relatives  en 
partie  à  la  variable  x  et  en  partie  à  la  variable  y  ;  la  loi  di 
développement  étant  toujours  la  même  ^  mais  appliquée  snc 
çessivement  aux  différentes  variables. 

Mais  pour  ne  pas  confondre ,  dans  la  notation ,  ces  différente! 
fonctions  dérivées ,  on  pourra  dénoter  les  fonctions  dérivées  re< 
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aliyes  à  la  seule  variable  x ,  par  des  traits  appliqués  >  comme 
L  l'ordinaire ,  à  la  caractéristique  de  la  fonction^  et  suivis  d'une 
virgule  ;  les  fonctions  dérivées  relatives  à  la  variable  j^  ^  par  des 
:raits  appliqués  à  la  même  caractéristique ,  mais  précédés  d'une 
nrgule;  enfin  Its  fonctions  dérivées  relatives  en  partie  à  la 
/^ariable  x  et  en  partie  à  la  variable  j^,  par  des  traits  séparés 
ysr  ime  virgule  y  de  manière  que  ceux  qui  précèdent  la  virgule 
te  rapportent  à  la  variable  x  ^  et  ceux  qui  la  suivent  se  rap- 
portent à  la  variable  y. 

Cette  notation  conserve  mieux  l'analogie  qui  doit  régner 
entre  les  fonctions  dérivées  et  la  fonction  primitivey*(a:,^), 
dans  laquelle  la  virgule  sépare  les  deux  variables  indépendantes 
a:  et^,  que  celle  que  j'avais  employée  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions^ en  appliquant  au  bas  de  la  caractéristique/"  les  traits  re- 
^tifs  aux  fonctions  dérivées  par  rapport  à  la  seconde  variable  j^. 

D'ailleurs  nous  trouvons  plus  convenable  d'employer  y  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  dans  la  leçon  dix-huitième  y  les  traits  in- 
férieurs pour  désigner  les  fonctions  primitives  d'une  fonction 
donnée. 

De  cette  manière  on  aura  donc^  en  premier  lieu , 

-f-etc. 

Substituant  maintenant  partout  ^  -f-  o  à  la  place  de  ^ ,  on 
aura 

fi,x  +  iyy^o^=f{Xyy  +  o)  +  if^ix,y^o) 
+  ^/''(^,J^  +  o)  +  ^r'(^,J<  +  o)  +  etc, 
Développons  successivement  les  fonctions 
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comme  des  {iimctioiM  de  y  -f-  o  ,  on  aura  pereillcment 


o'^-      .  .    o» 


+  etc. 

f'i'iy+o)  =fK',y')  +  of^'  ix,y) + |f  ••  (x,jr)  +  etc. 

/•'(xjy-H  o)  =y".'(x,^)+ etc. 

et  ainai  de  suite. 

Faisant  donc  ces  substitutions  et  ordomont  les  tonus  par 
rapport  aux  puissances  et  aux  produits  de  i  et  o ,  on.  aura  m 
développement  complet 

f(.3;+i,y+o)=f(^x,y)+if^(^x,y)+of'(xCf) 

-h^^ixyn'^rix,y)+iÇrix.y)+^ix,yh\ 

•4- etc. 
dans  lequel  la  forme  générale  des  termes^  est 


i*"o" 


(i.a.3...m)(i.2.3...n)^^^'-''^* 

Dans  Topération  que  nous  venons  de  faire  pour  avoir  le  dére* 
loppement  de  /"(  x  +  i  ,y  +  ^  )  ;  "ou*  avons  commencé  par 
«obstituer ,  dans  /C^,^)  ,  a:  -f"  '  pour  x ,  et  nous  avons  aéye- 
veloppé  suivant  i  ;  nous  avons  ensuite  substitué  »  dans  toushi 
termes  de  ce  développement  >  j^  -f"^  pou^^>  ^^  nous  avons  dé- 
veloppé suivant  o. 

Or  il  est  viiible  qu'on  aurait  identiquement  le  même  résahit 
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1  cômttieiçait  Topération  par  la  substitutioii  de^  -|-  o  i  la 
!e  de  ^  ^  et  par  le  développement  suivant  o ,  et  qu'on  fît 
tite  ht  substitution  de  x  -f-  ipour  a; ,  et  le  développement 
ant  i. 

^  celte  maniti^  on  aurait  d*abord  les  fonctions  primes , 
mâes,  etc.  relatives  à  y,  e*e9t-à--dire ^  suivant  la  notation 
nous  vanoas  é*emplo}rer  les  fonctions 

nsuite  on  aurait  les  fonctions  primes^  secondes^  etc.  de 
!s-ci  relatives  à  x,  et  qui  serment  désignées  par 

/'''(«;J^)./'''(^.^)>etc. 

1  obtiendrait  ainsi  h  même  formule  que  ci--dessus^  comme 
doit  être. 

[ais  il  favtt  remarquer  que  ,  dans  le  premier  procédé ,  la 
îtion  f^  ix»y)f  relative  à-la-fois  kx  etày^  s'obtient  en 
oantd'abovdlafoBCtioapnme  de/(jir,j^)  relativement  à  x^ 
jui  donne  y»  (^i.J'  )  >  ®t  ensuite  la  fonction  prime  de  celle- 
elativement  ày  ;  d  où  résulte  la  fonction  seconda  f^(x,y)  ; 
dans  le  second  procédé ,  la  même  fonction  s'obtient  en  pre- 
t  d'abord  la  fonction  prime  de  /  (x^^)  relativement  ày^ 
qui  donne /">'  (x,^),  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle- 
elativement  àx^  ce  qui  donne  également  y»'  (^x^y'). 

>'où  il  suit  qu'il  est  indifférent  dans  quel  ordre  se  fasse  la 
ible  opération  nécessaire  pour  passer  de  la  fonction  primi*» 
j/"(x,jf)  à  la  double  dérivée/''' (x,jr). 

£t^  comme  oa  doit  dire  la  mène  chose  des  autres  fonctions 
iyées  dénotées  par  des  traits  séparés  par  une  virgule  ^  on  en 
it  conclure  ^  en  généra  y  que  les^  opérations  indiquées  par  les 
its  placés  avant  et  après  la  viilgule  ^  sont  absolument  indé^ 
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pendantes  entre  elles ,  et  qu'elles  conduisent  aux  mêmes  : 
sultats  ,  quelque  ordre  qu'on  suive  en  prenant  les  fioncti 
dérivées  relativement  kxtty,  indiquées  par  les  traits  qui  ] 
cèdent  ou  qui  suivent  la  virgule. 

Ainsi  on  aura  également  la  valeur  de  la  fonction  déii 
triple  f^  (^ >^  ) ,  en  prenant  la  fonction  seconde  de/(x 
relativement  à  a; ,  et  ensuite  la  fonction  priïi&e  de  celle-ci  r 
tivement  à.  y ,  ou  en  prenant  d'abord  la  fonction  prime 
/(j?,  y  )  relativement  iy,  et  ensuite  la  fonction  secondt 
celle-ci  relativement  à  a;  ;  ou  bien  encore  en  prenant  la  fc 
tîon  prime  de  /"(x,  j^)  relativement  àx  ,  ensuite  la  fonc 
prime  de  celle-ci  relativement  à  y  ^  et  enfin  la  fonction  p 
de  cette  dernière  relativement  à  x,  et  ainsi  de  suite. 

Soit^  par  exemple^ 

x^ 

cm  aura  les  fonctions  primes ,  relatives  à  x  ety^ 

La  première  donnera ,  relativement  ày ,  la  dérivée 

•tla  seconde  donnera  également,  relativement  k  Xy 

^  »  ^  Sx* 

•nsnite  on  aura,  relativement  à  x  etky  seuls. 
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La  âérÎYéc ,  relativement  à ^ ,  de  Z*''  (x ,  jr  ) ,  sera 

ladériyée,  relativement  àx,  àtf^\x,y)  sera  aussi 
mifii  des  aïitres. 


••♦•* 


À  rîmitation  de  ce  que  nous  ayons  fait  sur  les  fonctions 
une  variable  >  si  on  suppose  que  la  variable  z  soit  une  fonc- 
>n  de  deux  variables  x  tty  ^  soit  explicite^  soit  donnée  sim- 
ement  par  une  équation  quelconque  entre  o;^  ^  et  2  ^  on 
Durxa  désigner  par 

a'',  «/,  a"»,  z'^,  z-fy  etc. 

ïs  différentes  fonctions  dériyé<es ,  en  appliquant  à  la  lettre  2 
ïs  traita  avec  la  yii^e  qu'on  applique  à  la  caractéristique  yi 

Ainsi  X  devenant  a:+  £  et^  devenant  en  même  temps j^-f-o^ 
1  valeor  de  z  deviendra 

5  +  £»''+oz''+  i^^+  zW''+  ~  s'''+  "^*'"+  —  *'"  +  etc; 

S  .2  2  •  O  2 

t  le  terme  général  de  cette  série  sera 

On  voit  que  les  fonctions  de  deux  variables  engendrent  ^^ 
par  le  développement ,  différentes  sortes  de  fonctions  dérivées 
Sont  la  dérivation  répond  à  chacune  de  ces  variables  ;  et  qu& 
wCs  fonctions  dérivées  se  forment  de  la  même  manière  et  par  les 
mêmes  règles  que  celles  d^une  seule  variable  ^  en  considérant 
chaque  variable  séparément  et  successivement  ;  d'où  il  suit 
ipe  tout  ce  que  nous  avons  démontré  sur  les  fonctions  d'une 
Bénie  variable  ^  pourra  s'appliquer  de  même  aux  fonctions  de 
ideuz  viables  j  relativement  à  chacune  d'elles. 
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et  x'  et  y  pourront  être  des  coefficiens  quelconques. 

Si ,  dans  les  accroissemens  de  a:  et  ^  ^  on  yonlnt 
rer  les  deux  termes 

ù/  +  i*x»,      et      î/H-jjy'. 

on  ne  ferait  alors  que 

af^=zo^      y=o,  etc.; 

et  x\  x",  y,  y  pourrraient  être  prises  pour  des  conitanlii| 

quelconques  ^ ,  et  ainsi  de  suite. 

-  '  ■      ■■  ••,-        \ 

Soit ,  par  exemple ,       '  - 

z  ==  (x»  +y)-, 

on  aura^  en  prenant  les  dérivées  d'après  la  leçon  sbdèai 
et  supposant  x\  y  constantes, 


z'  =  sm(  xx'     +    yy  )      (a^+f) 


ifr-i 


z 


"  =  am  (  a/*     +    y»    )      (x»+y)-» 


+    4m  (m—i)     (  xx'     +    jjy'  )«     (a:»+y)"^ 

2-'=  12m  (m— 1)  (x'»+yo  (xx'+^y)  (x^+y)"-* 

+    8m  (m— 1)  (zn  —  2  Yi^x'+y/yÇa^+f)'^ 

et  ainsi  de  suite.  j 

Donc,  lorsque  xety  deviennent  x  +  ix\y  +  ry' ,  on  art 

1 

[(X + ix')'  +  (^ + ly)"]" = (x»  +y  )» 

+  am  (ix'  +  jy/)  (x«  +y)"-'  i+  [2m  (x"+y')  (x»+yr 
-I-  4m  (m— 0  (xx'  +_yy)«  (x'+y)"— ]  i"  +  etc. 


a 


Si  l'on  veut  s'arrêter  à  ces  trois  premiers  termes,  alors 

ten 
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.  Soit  zxaùt  fonction  de  ^ux  variables  x  et  j^;  supposons  que 
i&nciuie  de  ces  Tariables  soit  elle-même  mie  fonction  d*mie 


[e  ^^  de  manière  que  s  devienne  une  simple  fonc— 
Ition  de  t\  sous    ce   point   de   vue^  lorsque  t  devient  t -f-i , 
s  deviendra ^  par  la  formule  générale  (leçon  deuxième)  , 


i»       .     P 


z  +iz  H — z"  H =a*'+  etc. 

Et  81 ,  dans  ce  dévelcppenient,  on  veut  s'arrêter  au  terme  (jl*^ 
if  leçon  tieuvième) ,  on  aura  les  limites  du  reste  par  le  terms 
^  mâfm,  «Rvoir^ 

1  .2.5.  .  .(A 

iD  mettant  f  -f*  i  à  la  place  de  t  dans  la  fonction  z^'  ^,  et  pre-* 
^MtlA.plilt'9fU)de<et  U  ^Ixis  petite  valeur  de  oette  fonctioa 
kpni»  i  =  o  jusqu'à  la  valeur  4onn^  .de  i,  x>tt  des  valem^ 
[Helconques  plus  grandes  et  plus  petites  que  celle-ci. 

Or  x^tHy  étant  supposées  fonctions  de  t,  lorsque  t  devient 
^i,  X  fsty  Aevîenneoty  par  la  même  fonsule  générale. 


f 


X  +  w/  +.  -  x'  +  etc. 
t 

jf  +  ly  +  -  y  +  etc.  ; 

'  mn  irouircm  h»  valeuns  des  fonobons  dérivées  z\  z",  etc^ 
X-  X ,  yy  jf^  y,  cd'^y^y  etc.,  par  les  procédés  exposés  dana 
i  leçen  sixième. 

"Sfi  0p ne  veut  avoir  le  développement  de  z  que  par  rapport 
i:x  accroissemens  iaf  et  iy'  de  a:  et  ^,  il  n'y  aura  qu'à  sup- 
>fer  af  ety  constans»  parconséquent 

^'  5=:  o ,    y  =  0  ,  etc.  ; 


33C  C  A  L  C  V  E 

et  a/  et  y  pourront  être  des  coefficiens  qndcon^nés. 

Si ,  dans  les  accroissemens  de  x  et  ^  ^  on  Toulnt  conside^' 
rer  les  deux  termes 

iaf+^x\     et     jy+-y, 

on  ne  ferait  alors  que 

af7=zo^      y=o,  etc.; 

et  a/,  x",  y,  y  pourrraient  être  prises  pour  des  conitantil 
quelconques  ^  ^  et  ainsi  de  suite. 

Soit,  par  exemple, 

z  =="(a;>  +y)-, 

on  aura,  en  prenant  les  dérivées  d'après  la  leçon  sixièBe 
et  supposant  a/,  y  constantes, 

z'  =  am  (  xx^     +    yy'  )      (x»+y)"-»    j 
z"  =  am  (  a/*     +    y»    )      (x»+y)»-»    ' 

+  47M  (m-i)    (  xx^   +  jy'  )•    (^ï^^+y)"-' 
a-=  12m  (m-i)  (x'*+yo  (xx'+jy)  (x*+y)— 

+    8/n  (m— 1)  (m  —  a  )^(xx^+jy)^(x*+y)»-*    i 

et  ainsi  de  suite.  ; 

Donc,  lorsque  xet  j^  deviennent  x  -f»  ^\y  'h^  >  on  ami 

[(X  +  £x^)»  +  (j,  +  ly  )^3'«  =  (x»  +y  )» 

+  am  (XX'  +  jjyO  (X*  +y)'«-«  i+  [am  (o/^^y ^  (x^-hy^ 

^.  4m  (m-i)  (xx'  +yy^Y  {o^+fT'^'^  ^*  +  etc. 


Si  l'on  veut  s'arrêter  à  ces  trois  premiers  termes,  alors  1 
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.  P 

iié  «vitBnt  étant  — =***,  on  aura  les  limités  du  resté  en 

sdtuant  x  4-  ix^ ,  y-h^y  au  lieu  de  x,  et  de  j^,  dans  Tex^ 
ssion  de  z'y  et  prenant  la  plus  «grande  et  la  plus  petite 
3ur  de  cette  expression  depuis  i=:o. 

n  m — 3  est  un  nombre  positif,  et  que  af  et^  soient  aussi 
quantités  positives ,  il  est  facile  de  voir  que  la  plus  petite 
îiu:  de  *•  sera 

iûm  (m—i)  (a;^*+y*)  (xa/+y/)  (aî*+y)'«-^ 
4.  8/n  (/n— 1)  (m  +  a)  (xj/^-yy')^ (x»4.y)«-« 


>     »- 


répond  à.  i^=o,  et  que  la  plus  grande  sera  cette  même 
ntité  j  en  y  mettant  x  -j^ix'  et  y  -^  iy^  k  la  place  de  x  ety, 

i  on  voulait  avoir  le  développement  de  z  répondant  à  3:4-^ 
/  +  o ,  comme  dans  le  commencement  dé  cette  leçon ,  il 
clair  ^'il  n'y  aurait  qu'à  faire 

x'  =  1 ,        et        iy  z=iOi 

trouverait  des  résultats  semblables. 

)ar  en  désignant  par  des  traits  sahs  virgule ,  les  fonctions 
vées  pat  rapport  à  la  variable  principale  t,  et  par  des  traits 
ités  par  une  virgule ,  les  fonctions  dérivées  relativement  à 
cune  des  variables  a:  et  j^,  comme  nous  l'avons  fait  ci- 
ius ,  on  aura ,  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans  la  leçon  sixième 
les  dérivées  des  fonctions  composées  d'autres  fonctions^ 

là,  en  prenailt  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  la  va- 
le  principale  t,  '  ' 

z" = xv  +yz>' + x'  {z'^y +y  (z'O'. 

[ais  a"  et  x"  étant  aussi  regardées  comme  des  fonctions  de 

Y 
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X  ety ,  leurs  dérivées  relatives  à  t,  seront 

Donc  substituant 

z'  =  x"*"  +yV  +  ^'z*"  +  aa/yz^^'+y^z'"; 
et  ainsi  de  suite.  " 

Si  les  fonctions  dérivées  x'  et  y ,  relativement  à  t,  sont  coi»- 
tantes,  ensorte  que  x"  =  o ,  y  =  o,  x*'  =  o ,  etc. ,  on  aura 
simplement 


z'  =x'z''  +y^ 

z"  =  x^V'  +  aa/yz'^  +y  V' 

+  etc. 
Ces  valeurs^  substituées  dans  la  formule  général* 

2i  +  w'  +  -a''+^2i*  +  etc., 
donnent 

*3 

+^(^'^"'  +  Sx^y^"''  +  3x)''V,  +>^'V^) 


etc. 
Et  si  on  fait 


0^  =  1,  iy  =  o. 


\ , 
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on  aura  la  même  formule  trouvée  plus  haut  pour  le  dévelop- 
pement de  z  ^  suivant  les  puissances  de  £  et  o.     ^ 

Les  expressions  des  fonctions  z' ,  a* ,  etc.  que  nous  venon» 
de  trouver ,  donnent  la  composition  des  fonctions  dérivées  d% 
fonctions  quelconques  des  deux  variables  x,  y. 

AinVj  en  faisant 

ce'iDui  revient  à  prendre  x  pour  variable  principale  ,  c'est-à- 
dire  >À  regarder  y  comme  fonction  de  x  ,  si  on  veut  que 

4(.^fy)+y9(.^»y) 

soit  tmé  fonction  dérivée  d'une  fonction  de  a:  et  ^  ;  en  la  com-^ 
parant  à  l'expression  de  z' ,  il  faudra  que  Ton  ait 

Pour  éliminer  z  de  ces  deux  équations ,  il  n'y  a  qu*à  prendre 
leurs  dérivées  par  rapport  à  y  pour  la  première  ,  et  par  rap- 
port à  X  pour  la  seconde ,  on  aura  ainsi 

4'Qy)  =  a"'    et   ^'(x)  =  z'-'; 
d'où  l'on  tire 

C'est  l'équation  de  condition  connue  pour  que  la  formule 
4(^tJ')  +/9(^>J')  Prisse  être  une  dérivée  exacte  d'un* 
fonction  de  x  et  y  j  indépendamment  d'aucune  relation 
entre  x  et  y. 

Ainsi  santf  C0tte  condition  il  serait  iUusoire  dt  support 
l'équation 

à  moins  d'admettre  en  même  tems  une  relation  quelconque 
entre  x  et  y,  ou  entre  x,  y,  z. 

.a 
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En  géhéral^  M  on  avait  Téquation 

en  tfouverait ,  par  les  mêmes  principes ,  la  condition  néce^ 
«aire  pour  qu'elle  pût  avoir  une  équation  "primitive  indépeiH 
damment  d'aucune  relation  particulière  entre  x,  y,  z. 

Car  en  comparant  cette  expression  de  z'  avec  Texpressioa 
générale  de  z'  donnée  ti-dessus^  on  a  pareillement 

4  (^>  y»  ^)  =  2i''    et    ^(x,  y,  z)  =zz»\ 

Pour  que  ces  deux  équations  s'accordent,  il  faudra  qne  h 
dérivée  de  4(^>J'>  ^)  P*^  rapport  à  y ,  soit  égale  à  la 
dérivée  de  ^(^x,  y,  z)  par  rapport  à  x,  puisque  l'une  et 
l'autre  deviennent  ^^^ 

Or  z  étant  censée  fonction  de  x,  y ,  (  puisque  si  l'équa- 
tion proposée  a  une  primitive ,  la  valeur  de  z  sera  détermi- 
née par  cette  primitive  en  fonction  de  x  et  y^-,  il  faudra 
la  regarder  comme  telle  dans  les  fonctions  -^(^x^y^z^tt 
^  (-^j  J'j  *)  >  et»  d'après  notre  notation ,  il  est  clair  que  la 
dérivée  de  4  (  ^  *  J'  >  *  )  P^  rapport  à  y ,  sera  exprimée  par 

4^'  (iy)  +  4\^W 

et  que  la  dérivée  de  (f{x,  y,  z )  par  rapport  à  x  sera 

On  aura  donc  l'équation  de  condition 

savoir  en  substituant  pour  z''  et  a''  leurs  valeurs 

et  cette  équation  devra  avoir  lieu  d'elle-même,  c'est-a-dirc , 
être  identique  pour  que  la  variable  z  puisse  être  une  fonction 
de  a?  et  j' ,  et  que  parconséquent  la  proposée  ait  une  primi- 
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tive  enjr,  y  etz.  Dans  ce  cas^  on  trouvera  facilement  cette 
primitiye  au  moyen  de  Tune  ou.de  l'autre  des  deux  équationt . 

a''=4(a;,j^,2),     a;''  =  <p  (x,  j^,  z). 

Car  prenant , .  par  exemple  ,  l'équation 

dans  laquelle  a"  «st  la  dérivée  de  2  en  y  regardant  y  comme 
constant ,  on  pourra  la  traiter  comme  une  équation  du  premier 
ordre  entre  x  et  a ,  l'autre  variable  y  étant  supposée  cons- 
tante; et  ayant  trouvé  sa  primitive  dans  cette  supposition, 
il  faudra  regarder  la  constante  arbitraire  comme  une  fonction 
inconnue  de  y ,  qu'on  déterminera  ensuite  par  le  moyen  de 
l'autre  équation 

z'*'z=:(p(^x,y,z). 

Mais  lorsque  l'équation  de  condition  que  nous  venons  de 
trouver,  n'aura  pas  lieu  d'elle-même.,  l'équation  proposée 
ne  pourra  pas  subsister ,  à  moins  qu'on  ne  suppose  une 
relation  quelconque  entre  x,yy  z,  de  manière  que  deux  de 
ces  variables  deviennent  fonctions  de  la  troisième. 

Ainsi ,  dans  ce  cas ,  en  supposant 

en  aura 

*'=/(^) +//(>'); 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus ,  on  aura 
alors  une  équation  en  x,^  et  y',  par  laquelle  on  pourra  trou- 
ver la  valeur  de  y  en  x;  et  l'on  aura  y  et  z  en  fonction» 
données  de  x,  la  fonctiony(x,^)  demeurant  indéterminée. 

Mais  comme  on  pourrait  avoir  ainsi  une  équation  du  premier 

ordre  en  x  et  y,  dont  il  serait  dilHcile  et  peut-être  impossible  de 

trouver   l'équation   primitive ,  on  a   cherché  les  moyens  de 

donner  à  la  fonction  arbitraire  une  forme  telle  que  l'on  ait 

immédiatement  pour  la  détermination  de  j'  et  z    en  x ,    deux 

équation»  entre  ces  variables. 

3 
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Pour  en  donner  nn  exemple  trèa-simple ,  supposoasVécpid- 

tion 

ft'  =  a7y(x+jy), 

on  aura  ici 
donc 

Ainsi  il  est  impossible  que  z  soit  une  fonction  de  x  et  ^  i 
regardées  comme  indépendantes  entre  elles. 

On  fera  donc 

y=fx, 
et  Ton  aura 

donc 

*'  =  x*fx+  xf^x  Xfx; 

parconséquent  z  sera  égal  À  la  fonction  prinûtive  de 

x^x  +  xf^xXfx. 

Mais  on  peut  éviter  la  recherche  de  cette  fonction  primitive^ 
en  mettant  le  terme  x  y*  y  de  l'expression  de  z\  sous  la  fonne 

C'^j  """^i  ^®  fn^  réduit  l'équation  à  cette  forme 
€t  supposant  ensuite 
moyennant  quoi  elle  devient 

dont  la  primitive  est 
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Ainsi  ces  deux  équations  remplacent  conjointement  réqua- 
tîon  proposée,  la  fonction yir  demeurant  arbitraire. 

On  doit  dire,  à  plus  forte  raison  ,  la  même  chose  des  équa* 
tions  que  l'on  pourrait  supposer  entre  x^y,z,  ety\z\  dans 
lesquelles  les  fonctions  dérivées  y,  t!  monteraient  à  des  puis* 
«ances  quelconques. 

Qu'on  suppose,  par  exemple,  l'équation 

en  faisant 
on  aurait 

Et  il  faudrait ,  pour  avoir  z  en  x,  trouver  la  fonction  pri- 
mitive de  1/  (i  +/^x')  ;  ce  qui  est  impossible  tant  que  la  fonc- 
tion fx  demeurera  indéterminée ,  à  moins  d'employer  les  séries. 

Mais  en  introduisaot  une  troisième  variable ,  on  peut  avoir 
des  expressions  finies  de  Xy  y  y  «,  en  fonctions  de  cette  même 
variable. 

Pour  cela,  il  faut  rétablir  la  fonction  prime  x^  qui  est=  i 
lorsque  x  est  la  yariaUe  principale  »  et  substituer  parconséquent 

y'      z'  , 

••^  et  —?  à  la  place  dé  y'  et  a'^  conformément  aux  principes 
établis  dans  la  leçon  septième.  Ainsi  l'équation  sera 

Pour  résoudre  cette  équation  de  la  manière  la  plus  générale, 
nous  emploîrons  un  principe  dont  nous  ferons,  dans  la  suite, 
un  phis  grand  usage ,  et  qui  consiste  à  trouver  d'abord  des 
expressions  de  x^  y^  z,  qui  y  satisfassent  avec  des  constantes 
arbitraires ,  et  à  rendre  ensuite  ces  constantes  variables ,  de 
manière  que  les  expressions  des  dérivées  x\  />  tl  restent  les 
luêmes. 
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Prenons  un  angle  arbitraire  a  ;  puisque 

sin*  a  -f-  cos*  «  =  i . 

en  multipliant  le  second  membre  de  F  équation  proposée  par 
W*  tf  +  C08*  a  y  le  premier  ne  changera  pas. 

Or  le  produit  de  a/*  +y*  par  sin*«  +  cos*  »,  peut  se  mettra 
sous  la  forme 

(y  cos  û>  —  a/  sine»')*  +  (y  sin  «-j-a/cos  »y; 
^e  sorte  que  Féquation  proposée  deviendra 

z'*.=  (y  cos  »-r^a/sin«y  +  (y  sin  e»  -f-x^  cos»)*. 

Supposons 

y  sin  « -f"  "^^  cos  »  =  o  ji 

ce  qui  est  permis  à  cause  de  Tindéterminée  a»  ;  on  aura  ^  eq 
extrayant  la  racine  quarrée  des  deux  membres , 

z'  -zny  cos  «  —  x'  sin  û». 

Regardons  d*abord  l'angle  a  comme  constant  ;  lesMeuxéquai 
tions  que  nous  venons  de  trouver  auront  pour  prinûtives  ces 
deux-ci , 

z  T=.y  cos  û>  — *  x  sin  û>  -f-  a, 
^  sin  û»  +  a;  cos  »  =  J , 

a  et  ô  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Ainsi  ces  deux  équations  donnent  des  valeurs  àey  etztnXx 
qui  satisfont  à  l'équation  proposée,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs des  trois  constantes  a,  ô  et  ®,  comme  on  peut  s'en  as- 
surer par  la  substitution. 

Or  il  est  facile  de  concevoir  que  ces  mêmes  valeurs  satisfe-» 
ront  encore  4  la  proposée,  en  supposant  que  les  quantités  a^ 
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f  et  »  soient  yariablea ,  pourvu  que  les  dérivées  x\y,  z'  restent 
es  mêmes  ;  ce  qui  aura  lieu  si  ^  en  prenant  les  dérivées  des 
leux  équations  précédentes,  les  termes  dus  aux  dérivées  de  a^ 
^  et  0»  se  détruisent. 

Il  n*y  aura  donc  qu'à  prendre  les  dérivées  des  mêmes  équar* 
ions  par  rapport  à  a ,  &  et  o» ,  et  déterminer ,  par  leur  moyen  ^ 
es  variables  a  et  &. 

Regardons  dans  ces  dérivées  la  variable  «  conmie  la  princî« 
>ale ,  notis  ferons 

•'=,1, 

it  Ton  aura 

— jf  sin  «  — px  cos » -f- a' =  o , 


y 

cos  »  —  a:  si»  »  =  y. 

Mais  nous  avons 

déjà 

lonc  on  aura 

ysiuv^xcosoÊ^sb; 

;e  qui  donne 

!t^  parconséquent; 

^b  +  a'  —  o, 
6'=c". 

Ainsi  oir  aura  ces  trois  équations  * 

z  :=y  cos  n^^xsia  t»^a, 
y  sin  »  +  ^  cos  et  =za^  ^ 
y  cos  «— 'Xsincvsa'^^ 

Sfais  a  étant  une  fonction  quelconque  de  et ,  'si  on  la  dénott 
ffffcifj  on  aura 
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donnera  celle-ci  > 

Mais  en  considérant  z  comme  fonction  de  r  et  ^  ^  on  a 
donc ,  substituant  ^  on  aura 

^  ir  (a:) + a''  j^  (2)]  -ny  CF'  o  ) + *>'  f'  (z)] = o. 

Pour  que  les  fonctions  o:  et  j'  de  ^ ,  demeurent  indéterminées 
*il  faudra  que  leurs  fonctions  dérivées  cd  et  y^  disparaissent  di 
réquation  précédente  r  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  faisan 
les  deux  équations  séparées 

Il  est  visible  que  ces  deux  équations  ne  sont  autre  chose  qnc 
les  dérivées  de  Téquation  primitive 

prises  séparément  par  rapport  à  o:  et  par  rapport  à^. 

£n  effet  ;  puisque  dans  cette  équation  les  deux  variables  t 
et^  sont  essentiellement  indépendantes  entre  elles ,  ses  dériréel 
par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  j^  auront  lieu  chacune  en  par- 
ticulier. Or  ,  la  variable  z  étant ,  par  cette  équation ,  ud« 
fonction  de  o;  et  j^  ^  dont  les  fonctions  dérivées  sont  z'»  par  rap- 
port à  X  seul ,  et  z''  par  rapport  à  y  seul ,  il  est  clair  que  k 
dérivée  à&F  {x  ^y  yZ)  sera  F'  (x)  +  z^F'  (z)  par  rapport  à  jp^ 
et  qu  elle  sera  F  Qy  )  +  z^F*  (z)  par  r  jpport  ky  \  de  sorte  ^ 
l'équation  primitive 

donnera  ces  deux  dérivées  indépendantes ,  J 
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t)*ailleurs  cette  manière  d'exprimer  les  fonctions  dérivées 
l'avantage  de  faciliter  la  transformation  de  ces  fonctions  , 
"squ'on  veut  les  rapporter  à  d'autres  variables. 

i  ,  comme  l'expression  (—7)  indique  que  z  est  regardé 

mme  fonction  de  x,  Texpression  réciproque  f-^jindique- 

t  que  X  serait  regardé  comme  fonction  de  £  ;  et  il  est  facile 
se  convaincre  ,  par  la  nature  de  ces  expressions  ^  que  Foii 
en  effet  .  . 


(^)x(7)  =  - 


cnme  si  les  parenthèses  n'existaient  pas  ^  de  sorte  que  l'on 
ra 

Si  donc  4  au  lieu  de  regarder  z  comme  fonction  de  a;  et  y  i 
.  voulait  regarder  x  comme  fonction  de  s  et  y  ,  on  substi^ 

srait  d'abord  ■■     .  -  à  la  place  de  (-7). 

Ensuite  ^  pour  avoir  la  valeur  de  l'autre  fonction  dérivée 
^  j  ,  on  remarquerait  qu'ici  la  variable-  a?  est  censée  cons-^ 

ite  ,  puisque  z  n'est  regardée  que   comme  fonction  de  y. 

Or  ,  a:    étant   supposée    fonction   de  y  etz,  on  aura  ^  eu 
ferai , 

ac  ,  pour  que  x  soit  constante ,  j/  devra  être  zéro ,  ce  qui 
mera  l'équation 


(-)y  +  (|).=„, 
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En  effet,  il  est  visible  que  les  fonctioni  dérivées  ifàtlM' 
désignons  ici  par 

(^)'(7)'(^)'(^)  *'*"•/ 

m  sont  autre  chose  que  les  quantités 

dz     dz     d^z        d*z 

H'  1^'  d^'  d^'^^"^'* 

que  plusieurs  géomètres ,  à  l'exemple  SEuler  ^  renferment 
aussi  entre  deux  parenthèses. 

Ainsi  on  aura ,  en  général  ^  ces  notations  correspondantes 

\xfniynj      \dcc^dyy* 

Après  avoir  donné  la  manière  de  former  et  de  noter  lei 
{onctions  dérivées  relativement  à  différentes  variables ,  nom 
allons  considérer  les  équations  qui  contiennent  des  fonctions  ds 
ce  genre  ,  et  qu'on  peut  appeler  Equations  dérivées  à  pbwiun 
variables. 


:- 


LEÇOK 


DES     BONCTîvONs;  35/ 

On»  voit ,  par  cette  expression»  de  la  fonction  dérivée- 
J^(jc,yyZ)  ,.que  cette  fonction  deviendra  nulle  si  on  établit 
€ntre  les  trois  variables  x,  ^,  z  des  relations  telles. ,  que  l'oa 
^t  ces  deux  équations  particulières 

y— Mc'=:o,     z'— AV=o. 

Ces  équations  étant  entre* les  trois  variables  a? j  y,  a,  ser-* 
firont  à  déterminer  les  valeurs  de  ces  variables  en  fonctions 
de  la  troisième  ;  de  sorte  que,  par  la  substitution  de  ces  valeurs, 
la.  fonction  F  ( jc,  y^  z)  deviendî-a^  aussi  une  fonction  de  cette 
troisième  variable.  Donc  ,  puisque  sa  fonction  dérivée  doit 
dors  devenir  nulle  ,  il  s'ensuit  que  la  variable  doit  disparaître 
<l*elle-méme ,  et  que  la  fonction  F  (x,  y,  z)  né  pourra  éonte* 
uir,  après  cette  substitution  ,  que  des  constantes. 

Or ,  I^SL  d^ttX  équations 

étant  du  premier  ordre ,  leurs  équations  prinjitives  contiendront 
tîeux  constantes  arbitraires  que  nous  désignerons  par  a  et  b, 
^a  effet ,  si  de  ces  deux  équations  on  veut  éliminer  ,  par 
exemple  ,  la  variable  z,  on  tombera  dans  une  équation  4u 
^cond.  ordre  en  a;  et  y ,  dans  laquelle  on  pourra  faire 


t  >^ 


a?'  =  i,.    ou    y=i  ,. 

>» 

Suivant  qu*^On  voudra  regarder  y  comme  fonction  de  a: ,  ou  a? 
^omme  fonction  àey,  et  cette  équation  aura  pour  équation 
l^rimitive  ,  une  équation  en  x  et  y,  avec  deux  constantes 
^bitraires. 

Ensuite  ,  on  aura  aussi  z-  en  fonction  de  a:  et  y  par  Tune 
îcs  deux  équations  proposées. 

It  suit  de  là  qu'après  la  substitution  àqs  valeurs  de  ^  et  « 
^Xi  X ,  tirées  des  deux  équations  du  premier  ordre  dont  il  s'agit , 
^  fonction  F(x,j^,  21.)  ne,  contiendra  glus  que  les  constantes 
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Eu  géhéral,  si  on  avait  l'équation 

en  trouverait ,  par  les  mêmes  principes ,  la  condition  néces^ 
«aire  pour  qu'elle  pût  avoir  une  équation  'primitive  indépen*? 
damment  d'aucune  relation  particulière  entre  oc,  y  ^  z. 

Car  en  comparant  cette  expression  de  z'  avec  Texpressioa 
générale  de  z'  donnée  ci-dessus,  on  a  pareillement 

4  (^>  ^*  2)  =  2''    et    ç>(x,  y,  z^  =:zz^\ 

Pour  que  ces  deux  équations  s'accordent,  il  faudra  que  h 
dérivée  de  4  (^>  J'»  ^)  P*^  rapport  à  y ,  soit  égale  à  la 
dérivée  de  ^(^x,  y,  z)  par  rapport  à  x,  puisque  l'une  et 
l'autre  deviennent  2/»'. 

Or  z  étant  censée  fonction  de  x,  y ,  (  puisque  si  l'équa- 
tion proposée  a  une  primitive ,  la  valeur  de  z  sera  détermi- 
née par  cette  primitive  en  fonction  de  x  et  _y  )  ;  il  faudra 
la  regarder  comme  telle  dans  les  fonctions  4  (  -^  >  V  >  *  )  ^^ 
ç  (x,  y,  2)  ;  et,  d'après  notre  notation ,  il  est  clair  que  la 
dérivée  de  4  (  ^  >  J'  >  *  )  P^^  rapport  à  y ,  sera  exprimée  par 

et  que  la  dérivée  de  (p(x,  j^,  z)  par  rapport  à  x  sera 

<f'  (x)  +  ,^'(a)s''. 
On  aura  donc  l'équation  de  condition 

4'  (J'  )  +  4'  (.^W  =  ^'  {x)  +  (^'  {z)z\ 
savoir  en  substituant  pour  a''  et  z»'  leurs  valeurs 

et  cette  équation  devra  avoir  lieu  d'elle-même,  c'est-^-dirc, 
être  identique  pour  que  la  variable  z  puisse  être  une  fonction 
de  a?  et  j',  et  que  parconséquent  la  proposée  ait  une  primi- 
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tiye  en>:r^^  et2.  Dans  ce  cas,  on  trouvera  facilement  cette 
{^iinitiye  au  moyen  de  Tune  ou.de  l'autre  des  deux  équationt . 

a''  =  4(a;,jy,2),     a;''  =  <:p  (x,  j^,  z). 

Car  prenant , ,  par  exemple  ,  l'équation 

dans  laqpielle  z'*  «st  la  dérivée  de  2  en  y  regardant  y  comme 
constant ,  on  pourra  la  traiter  comme  une  équation  du  premier 
ordre  entre  x  et  a ,  l'autre  variable  y  étant  supposée  cons- 
tante; et  ayant  trouvé  sa  primitive  dans  cette  supposition, 
il  faudra  regarder  la  constante  arbitraire  comme  une  fonction 
inconnue  de  y ,  qu'on  déterminera  ensuite  par  le  moyen  de 
l'autre  équation 

a''=<p(x,j',  2). 

Mais  lorsque  l'équation  de  condition  que  nous  venons  de 
trouver,  n'aura  pas  lieu  d'elle-même.,  l'équation  proposée 
ne  pourra  pas  subsister ,  à  moins  qu'on  ne  suppose  une 
relation  quelconque  entre  oc^y^  z,  de  manière  que  deux  de 
ces  variables  deviennent  fonctions  de  la  troisième. 

Ainsi,  dans  ce  cas^  en  supposant 

on  aura 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  çi-dessus ,  on  aura 
alors  une  équation  enx,y  et  y',  par  laquelle  on  pourra  trou- 
ver la  valeur  de  y  en  x;  et  Ton  aura. j^  et  z  en  fonction» 
données  de  x,  la  fonctiony(x,^)  demeurant  indéterminée. 

Mais  comme  on  pourrait  avoir  ainsi  une  équation  du  premier 

ordre  en  x  et  y,  dont  il  serait  dillicile  et  peut-être  impossible  de 

trouver    l'équation   primitive ,  on  a   cherché   les  moyens  de 

donner  à  la  fonction  arbitraire  une  forme  telle  que  l'on  ait 

immédiatement  pour  la  détermination  de  j'  et  2s    en  x ,    deux 

équations  entre  ces  variables. 
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en  particulier  j  les  équations  '  < .  •  '      ') 

Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  fonctions  f -p-j* 

(^^ ,  ( -^^  ,  et  les  substituant   dans  l'équation  proposée , 

elle   deviendra  ,   après  la  multiplication   par  F'  (2),  et  le 
changement  de&  signes  > 

d*où  Ton  tire 

F'(o=— ^^'(^)— ^^'Cy)— ^^^'(^)- 

Cette    valeur   de  F'  (^t)    étant   substituée  dans  celle  de 
P'  i^y^>yi  ^)  >  on  aura 

F'(^t,x,y,z)^(ix'-ifL)F^(x)  +  y-lfM)F'(y) 

^(^z'^ifN)F''iz). 

Si  donc  on  introduit  entre  les  quatre  variables  t,x,y,^ 
les  relations  déterminées  par  les  trois  équations 


X 


'  —  tfL=zo,    y^lfM=o,    z'-^eN^o 


la  fonction  dérivée  F'  (f ,  x,  j  ,  z)  deviendra  nulle  ;  parcon- 
«équent  la  fonction  primitive  F (^t,x ,y yZ)  ne  pourra  con- 
tenir que   des  constantes. 

Or  les    trois   équations   dont    il  s'agit   étant  du    premier 
ordre  ,  auront  trois   équations  primitives  qui    contiendront 
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On»  voit,  par  cette  expression^  de  la  fonction  dérivée- 
¥^(.x,y,z)  ,.que  cette  fonction  deviendra  nulle  si  on  établit 
antre  les  trois  variables  x,  y,  z  des  relations  telles. ,  que  l'oa 
^t  ces  deux  équations  particulières 

y—  Mc'=  G  ,    z'—  AV  =  0. 

Ces  équations  étant  entre^les  trois  variables  x^y ,  n,  ser- 
viront à  déterminer  les  valeurs  de  ces  variables  en  fonctions 
de  la  troisième  ;  de  sorte  que,  parla  substitution  de  ces  valeurs, 
la  fonction  F  (x,  y^  z)  deviendira  aussi  une  fonction  de  cette 
troisième  variable.  Donc  y  puisque  sa  fonction  dérivée  doit 
4^ors  devenir  nulle  ,  il  s'ensuit  que  la  variable  doit  disparaître 
^'elle-même ,  et  que  la  fonction  F  (x,  y^  z)  ne  pourra  conte* 
3)ir  4  après  cette  substitution ,  que  des  constantes. 

Or  y  lesL  dieux  équations 

étant  du  premier  ordre ,  leurs  équations  prinjitives  contiendront 
deux  constantes  arbitraires  que  nous  désignerons  par  a  et  b. 
£n  effet ,  si  de  ces  deux  équations  on  veut  éliminer  ,  par 
exemple  ,  la  variable  z ,  on  tombera  dans  une  équation  du 
^cond.  ordre  en  a;  et  y ,  dans  laquelle  on  pourra  faire 

a/  =  i,.    ou   y=i  ,. 

.» 

suivant çu*On  voudra  regarder  ^  comme  fonction  de  a:,  ou  a? 
comme  fonction  de  y  ;  et  cette   équation  aura  pour  équation 
primitive  ,   une    équation  en  a?   etj^,  avec  deux  constantes 
.arbitraires. 

Ensuite  ,  on  aura  aussi  z-  en  fonction  de  a:  et  y  par  Tune 
4e8  deux  équations  proposées. 

ït  suit  de  là  qu'après  la  substitution  àqs  valeurs   de  ^  et  « 

^  a: ,  tirées  des  deux  équations  du  premier  ordre  dont  il  s'agit , 

-il  fonction  FÇ^x^y,  z)  ne  contiendra  glus  que  les  constantes 
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dépend  des  deux  équations  du  premier  ordre  entre  les  mène 
variables 

y — Jlfa:'=o,    a'  — iW=:o; 
et  si 

sont  les  équations  primitives  de  celles-ci ,  a  et  b  étant  1 
constantes  arbitraires^  l'équation  primitive  de  la  proposée  se 

Q=çP 

çP  étant  une  fonction  quelconque  de  P, 

2^.  L*équation  du  premier  ordre  à  quatre  variables 

dépend  de  ces  trois  équations  entre  les  mêmes  variables, 

x'— ^L=o,  y— t'Mizzo,    z'  —  fN=o. 
Et  si 

P  =  a,  Q  =  b,R=c 

sont  les  trois  équations  primitives  de  celles-ci,  a,  b,  c  étà 
les  constantes  arbitraires,  Féquation  primitive  de  la  propos 
sera 

^  (P,  Ç)  désignant  une  fonction  quelconque  de  P  et  Ç; 
ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  la  recherche  des  équations  primitives  i 
équations  du  premier  ordre ,  par  lesquelles  une  variable  « 
fonction  de  deux  ou  de  plusieurs  autres,  est  réduite  à 
recherche  des  équations  primitives  d'équations  du  même  ci 
dre,  dans  lesquelles  toutes  les  variables  sont  fonctions  dui 
seule  et  même  variable.  Or,  en  analyse,  on  regarde  la  solutw 
d'un  problème  comme  connue,  lorsqu'elle  est  réduite  à c«l 
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dans  lesquelles  on  peut  supposer  Tune  des  trois  fonctions  déri-* 
vées  x',  j/,  z^  égales  à  Tunité  suivant  la  variable  qu'on  voudra 
regarder  comme  principale  ,  et  dont  les  deux  autres  seront 
censées  des  fonctions  ;  et  ayant  trouvé ,  s'il  est  possible  ,  le» 
deux  équations  primitives  de  ces  équations ,  on  en  déduira  les 
valeurs  P  et  Q  des  deux  constantes  arbitraires  a  et  6  qu'elles 
doivent  renfermer  :  on  aura  alors 

*(P,Ç)=o 

pour  l'équation  primitive  cherchée  ;  d'où  résulte 

la  caractéristique  ç  désignant  une  fonction  quelconque  de  Q. 

L'analyse  précédente  est  plus  simple  et  plus  directe  que  celle 
que  j'ai  donnée  dans  la  Théorie  des  fonctions  (n®  ici  )  ;  c'est 
ce  qui  m'a  engagé  à  la  mettre  ici  ^  d'autant  qu'elle  s'applique 
avec  la  même  facilité  aux  équations  semblables  entre  un  plus 
grand  nombre  de  variables.  Dans  les  mémoires  de  Berlin  de 
1779  ,  je  m'étais  contenté  de  prouver ,  à  posteriori ,  la  légitimité 
et  la  généralité  de  cette  méthode. 

Considérons  de  la  même  manière  l'équation  à  quatre  ya-« 
riables  t,  x^y^  z,  de  la  forme 

(^)+.(^)+.(^)=„.    • 

L,  M,  iV,  étant  des  fonctions  quelconques  de  t,  x,y,  «. 
Si  on  représente  son  équation  primitive  par 

F(t,x,y,z)  =  o, 

sa  fonction  dérivée   F'  (tyX,y,  »)  sera,  en  général, 

et  l'on  aura  ^  relativement  à  chacune  des  variables  t,x^y 
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Cime  iine  solution  particulière  de  l'équation  proposée;  ceqd 

est  évident  par  la  forme  même  de  la  solution  générale 

4>(P,  Q)  =  o  ou  4>(P,Ç,B)  =  o; 

car^  puisque  la  fonction  désignée  par  O  est  arbitraire,  on 
peut  toujours  réduire  ces  équations  à 

jP— a=o,    ou    Q  —  è=o,    ou   R  —  c=o,ctc. 
Ainsi  il  est  facile  de  voir  que  T  équation 

satisfait  à  l'équation  dérivée 


• 
car  elle  donne 


donc 


(i)=^.(^=„. 


-y 

Mais  si  on  prenait  l'autre  équation 

y  —  Mx-=.a, 

on  ne  verrait  pas  d'abord  comment  elle  y  peut  satisfaire  » 
puisque  la  variable  z  n'y   entre  pas.  Comme  cette  équatk» 
ne  donne  qu'un  rapport  entre  x  et  y  ^  par  lequel  x  estfonQ- 
tion  de  y^  ou  y  fonction  de  a:,  il  faudra  changer  l'équatK» 
dérivée   de   manière  qu'au  lieu  des  fonctions  dérivées  de  «>|ç 
par  rapport  k  x  et  ^ ,   elles  contiennent  les  fonctions  d^ 
vées- de  x  par  rapport  k  y  et  z,  ou  de  ^  par  rapport  iî 
et  z  ;  ce  qu'on  obtiendra  par  les  substitutions  que  nous  «l 
indiquées  plus  haut. 


DES      FONCTIONS.  5Gl 

ois  constantes  arbitraires  a,b,c,  et  par  lesquelles  trois 
s  variables  ty  x ,  y  ,  z  pourront  être  déterminées  enfonç- 
ons de  la  quatrième.  Donc ,  si  dans  la  fonction  F(^t,  x,y,  z") 
substitue  les  valeurs  de  ces  variables ,  il  faudra  que  la 
fiable  restante  disparaisse  d'elle-même  ^  et  la  fonction  ne 
urra  plus  contenir  que  les  mêmes  constantes  a,  i,  c,  avec 
lies  qui  entreront  dans  les  expressions  de  L,  M,  N.  De  sorte 
'après  cette  substitution,  la  fonction  F(t,  aî,^,z) deviendra 
cessairement  de  la  forme  ^  (a,  è,  c). 

Or  les  trois  équations  primitives  dont  il  s'agit ,  déterminent 
valeurs  de  a^  6 ,  c,  en  fonctions  des  variables  t,  x,y,.zi 
sorte  qu'en  désignant  ces  fonctious  par jP,  Q ^  Rp  on  peut 

3ttr«  ces  équations  sous  la  forme 

a=P,  b=Q,c=R. 

Donc  la  fonction  F (^,  a:,  y,  z)  devra  être  de  la  forme 
(P,  Q,B),  puisqu'il  n'y  a  que  cette  forme  qui  puisse 
ivenir  fonction  de  a,  b,  c,  en  vertu  des  trois  équations 
imitivca 

P  =  a,  Q  =  b,R  =  c. 

onc  l'équation  primitive 

F(^t,x,y,z)=o 
îviendra 

ir  laqnelle  on  aura 

.  caractéristique  ç  désignant  une  fonction  quelconque  do 
et  Ç. 

Ainsi  1**.  l'équation  du  premier  ordre  à  trois  variables 


(7)  +^  (f )  =^'. 
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qoe  nous  avons  donnée  dans  la  leçon  douzième ,  snr  M 
équations  dérivées  à  deux  variables ,  il  est  aisé  de  voir  qM 
puisqu'une  équation  à  trois  variables  a  deux  équations  Hi 
rivées  ,  on  pourra,  par  le  moyen  de  ces  trois  équations, 
qui  ont  lieu  simultanément ,  éliminer  deux  constantes  à  y(H 
lonté,  et  parvenir  ainsi  à  ui.e  équation  du  premier  ordre, 
qui  contiendra  deux  constantes  de  moins  que  l'équation  pii* 
mitive.  \ 

D'où  il  suit  réciproquement  que  Féquation  primitive  d'nns 
équation  du  premier  ordre  à  trois  variables,  doit  contenir  denx 
constantes  de  plus  que  l'équation  du  premier  ordre,  et  qnt 
ces  constantes  seront  nécessairement  arbitraires. 

Prenons  pour  équation  primitive,  Téquation  à  trois  variables 

en  regardant  z  comme    fonction  de   x  et  y ,   on  aura  cet 
deux  dérivées  y  Tune   relative  à  x  et  l'autre  relative  àjr. 


(7)  =  «>  «<7)=*- 


Éliminant,  par  le  moyen  de  ces  trois  équations,  les  coni- 
tantes  a  et  b ,  on'  aura  l'équation  du   premier  ordre 


-(.^My)' 


i  laquelle  répondra  Téqiiation  primitive 

les  constantes  a  et  b  demeurant  arbitraires. 

Mais  il  n'en  est  pas  ici  comme  dans  les  équations  à  d«^^ 
variables ,  où  dès  qu'on  a  trouvé  une  équation  primitive  9^] 
une  constante   arbitraire  ,    on  est  assuré  qu'elle  a  toute  U^ 
généralité  que  l'équation  du  premier  ordre  peut  comportertf 
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*Y3n  problème  d'un  genre  inférieur^  quoique  celle-ci  puisse  être 
1  jette  encore  à  beaucoup  de  difficultés. 

Supposons^  pour  donner  des  exemples  très-simples,  que 
^s  quantités  L^  M,  N  soient  constantes  ;  les  deux  équations 

y — a/Jlf=o  z'  —  à/iV=o 

xiront  ces  primitives 

Lonc  l'équation 

^ura  cette  primitive 

comme  nous  l'avons  déjà  vu  plus  haut. 
Les  trois  équations 

o;^— t'Lrzro,  y— t'ilfïso,    a'  — fiVr=o, 
auront  ces  primitives. 

X — jLt=a,  y — Mt=ib,  2— iVÏ=c; 
et  l'équation 

aura  cette  primitive 

z— iVi=ç  (a?  —  Lt^y^-Mt). 
n  est  bon  de  remarquer  que  les  équations 
P  =  a,     Q  =  ii    /î  =  c,  etc., 

où  a,  b,  Cfttc.  sont  des  constantes  arbitraires,  donnent  cha« 
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Gr,  tant  que  a  et  6  sont  constans,  Técpiatîon 

donne  ^  comme  on  Ta  vu  plus  haut>  ces  deux  dérivées  i  Ttuie  |î 
par  rapport  à  a?  et  l'autre  par  rapport  sl  y, 

^  ^^^  +  (^)  ^'  (*)  =  ô . 

P'  (y)  +  (y-)  P'  (2)  =  o. 

'  Mais  en  regardant  a  et  &  comme  fonctions  de  a:  et  ^,  cet 

dérivées  deviendront 

Et  il  est  clair  quelles  se  réduiront  aux  précédentes,  en 
déterminant  a  et  6  de  manière  que  l'on  ait  les  deux  équations 

(y)  P'  («)  +  (7)  P'  (*)  =  o- 

Il   est  d'abord  visible   qu'on  peut    satisfaire   à  ces  deux 
conditions,  en  faisant 

F'(a)  =  o,     et    F'(è)  =  o; 

ce  qui  donne  deux  équations ,  par  lesquelles  on  pourra  dé- 
terminer a  et  6  en  fonctions  de  x  ^  y,  z. 

Cette  solution  répond  évidemment  à  c^lle  qui  donne  le» 

équation» 
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Nous  allons  donner  ibi  cette  transformation  pour  servir 
'-exemple  dans  les  cas  semblables. 

On  mettra  donc  à  la  place  de  (—7)    et    f—7),  les  quan- 

..  .   ^)  ' 

Ltés  —-J — ,  —  — ^-  i  et  l'équation  dérivéèici-dessus ,  deyien* 

(7)     (r) 

Ira  ^  en  multipliant  tous  les  termes  par  (-7  Y, 

âans  laquelle  x  est  maintenant  censée  fonction  de  y  et  z* 

Or  l'équation 

y  —  Mx  =  a  i 


^onn 


e 


^  où  l'on  tire 


(y)  =  w  (7)=^' 


valeurs  qui  satisfont  évidemment  à  l'équation  précédente. 

Nous  venons  de  voir ,  dans  les  exemples  précédens ,  que 
l'équation  primitive  renferme^  dans  le  cas  de  trois  variables, 
une  fonction  arbitraire  d'une  quantité  composée  de  ces  va- 
riables, et,  dans  le  cas  de  quatre  variables,  une  fonction 
arbitraire  de  deux  quantités  composées  de  ces  variables. 

Nous  allons  démontrer  que  cette  proposition  est  générale  ^ 
^elle  que  soit  la  forme  de  l'équation  dérivée  du  premier 
ordre. 

£n  appliquant  au3^  équations  à  trois  variables ,  la  théorie 
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en  £ait  i, 

elle  deyienâra 

et  si  on  désigne  par  /^(tf,^)»  la  fonction  dérifje  ds 
F(^x,y,z,  a,  ^y,  prise  rtelativéïlient  à  û  seul  ^  il  est  Uàk 
de  voir  ^'en  Ëdsant 

les  équations  dérivées  de  la  proposée.,  prisés  relativement  ki 
et  ky,  seront  les  mêmes»  a  étant  variable ,  que  si  elle  ne 
variait  pas;  que,  parconséquent»  Téquation  dn  premier  erdre, 
déduite  de  celle-ci  par  Télimination  de  a  et  fa  ^  sera  encors 
la  mêmey 

Il  est  visible  que  Téquation 

ï"(a,fa)i=:o, 
n'est  autre  chose  que  Téquation  ci-dessus 

en  faisant 

b=ça. 

De  cette  manière  tn  aura  donc  aussi  une  espèce  d*éqnatk)n8 
primitives  singulières ,  mais  plus  générales  que  l'équation  pri- 
mitive proposée,  à  raison  de  la  fonction  arbitraire  qu'elles 
contiendront. 

Si  donc  on  a  une  équation  du  prenûer  ordre  à  trois  Hf 
riables,  telle  que 


p{^'y'^'{h)'(y))=°' 


on  peut  supposer  qu'elle  ait  pour  équation  primitive 

F{x,y,z,  a,è)  =  o. 
Ou  a  et  6  soient  deux  constantes  arbitraires. 
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4  r^M^   3i  -  Ammrr      n 
ffBÔ.  ne    ULMltMÊ.    ^**]^'' 

STÛMÔ^  ^M  les 

ai  maj^m  fmmt  msait  de  ces  diiwcm  ^  dles  «e 
puMuieui  alon  tenir  lira  qee  dTvee  seJe  oonaiMile»  et  Té* 
qaatàoa  pemûÉwe  ne  senii  pis  ooafKle. 

Des  qa*on  anra  tramé  vne  fijiHiijn  tninnlim  coeiplèle»' 
en  en  pouia  dédoire  nne  antre  pins  genénle»  tt  ^  con* 
tiendra  one  toattiaa  eorbitinîie. 

Car  il  n*7  ann  qn  a  £nre 

«t  déterminer  ensnite  a  par  la  condÊticni 


%        4    » 


Nom  nommerons  celle -d  équation 
^onr  la  distingaer  de  la  précédentei 

Enfin,  la  même  équation  primitive  complète  donnera  en-> 
K^ore  t*équation  primitive  singuSère ,  en  détérminfttit  â  et  ft 
itti  fonction  de  x,  y,  z  par  les  deux  conditions 

F'(a)=sp,    F' (6)  =  G. 

Far  exemple  ^  nous  ayons^  tu  plus  haut  que  Téquation  du 
s^vemier  ordre 


z=x(-^)+j.(|r) 


SX 
k  pont  éituation  primitive  complète 

z  =  or  +  i^y. 
Pour  en  dédnire  l'é^nation  prîmitir*  gfoinU  ,  M  tué 


5G8  CALCUL 

Or,  tant  que  a  et  6  sont  constans^  réquation 

donne ,  comme  on  l*a  vu  plus  haut^  ces  deux  dérivées  i  ruse 
par  rapporta  x  et  l'autre  par  rapport  à^, 

^  ^""^  +  (è)  ^  ('^^  =  °  ' 

^'  (y)  +  (y)  ^  (*)  =  o- 

Mais  en  regardant  a  et  6  comme  fonctions  de  a:  et  ^,  cet  p 

dérivées  deviendront 


1:3 


Et  il  est  clair  qu'elles  se  réduiront  aux  précédentes  ^  en 
déterminant  a  et  6  de  manière  que  Ton  ait  les  deux  équations 

(7)  *"  W  +  (7)  f"  w  =  <•■ 

n   est  d'abord  visible   qu'on  peut   satisfaire   à  ces  deux  Ij) 
conditions^  en  faisant 

F'(a)  =  o,     et    F'(i)  =  o; 


ce  qui  donne  deux  équations ,  par  lesquelles  on  pourra  dé 
terminer  a  et  6  en  fonctions  de  x^  y,  z. 

Cette  solution  répond  évidemment  à  cçUe  qui  donne  lei 

équationi 


t 
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qoationâ  primitives  singulières  des  équations  à  deux  yarialdes  ^ 
omnM  nous  Tayons  vu  dans  la  leçon  quinzième. 

Ainsi  on  pourra  appeler  aussi   équaiiQn  prirhitive  singu^ 
ière,  Téquation  ' 

lans  laquelle  on  aura  substitué  pour  a  et  5  ^  les  valeurs  tirées 
les  deux  équations 

Mais  il  y  a  une  manier»  {dus  générale  de  satisfaire  aux 
têmes  conditions. 

Supposons  que   b  soit  une  fonction  quelconque  de  a,  que 
»us  désignerons  par^^  alors  ^  deviendra  ^'(a)Xa^p^consé« 

ent  (—7)  deviendra  <ff  (a)   X  \r^j  »   ®t  (-rj  deviendra 


»  X  (y). 


Paisant  ces  substitutions  dans  les  deux  équations  de  con<« 
ion  ,  elles  deviendront 

CF'(a)  +  r  (i)  X  f'à]  (y)-o, 
on  y  satisfera  par  cette  équation  imique 

iielle  servira  à  déterminer  la  valeur  de  a  ^  et  la  fonction  ça 
nenrera  arbitraire. 

« 

En  effet  ^  si  dan»  l'équation  primitive 


5y6  en  h  c  V  h 

en  bit 

elle  deyienora 

et  si  on  déaigae  par  /^(^x,^)»  la  fonction  déxMe  di 
F(^x,y,z,  a,  ^y,  prise  relativéïhexit  i  â  8eiil>  il  est  fink 
de  voir  ^'en  Ëdsant 

les  éfjoations  dériva  de  la  proposée^  prises  relativement  ai 
et  ky,  seront  les  mêmes»  a  étant  variable ,  que  si  elle  as 
variait  pas;  qne,  parconséqnent,  Téquation  dn  premier eiAre, 
déduite  de  celle-ci  par  l'élimination  de  a  et  fa  ^  sera  encort 
la  même« 

Il  est  visible  que  Téquation 

ï"(a,^)i=o, 
n'est  antre  chose  que  l'équation  ci-dessns  jl 

en  faisant  \h 

bz=:ça. 

De  cette  manière  tn  aura  donc  aussi  une  espèce  d*éqiuttioflf '^ 
primitives  singulières ,  mais  plus  générales  que  l'équation  pri^ 
mitive  proposée»  à  raison  de  la  fonction  arbitraire  qn'elk< 
contiendront.  |^ 

Si  donc  on  a  une  équation  du  prenûer  ordre  à  trois  ^■ 
riables»  telle  que 


P{^'y'^'{^)>(y))  =  °' 


on  peut  supposer  qu'elle  ait  pour  équation  primitiro 

Fix,y,z,a,b)  =  o, 
Ou  a  et  6  soient  deux  constantes  arbitraires. 


fe 


k-. 
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Noos  ^q^ellerons  celle-^ci  équation  primitive  complète , 
k  raison  des  deux  constantes  arbitraires  cpi'elle  contient^  et 
tpi  ne  peuvent  disparaître  que  par  le  moyen  de  ses  deux 
dériTées.  S'il  arrivait  que  les  deux  constantes  s*en  allassent 
àrUfc-fois  au  moyen  d'une  seule  de  ces  dérivées  ,  elles  nm 
pomraîent  alors  tenir  lien  que  d'une  éeule  constante,  et  l'é- 
quation primitive  ne  serait  pas   complète. 

Dès  qu^on  aura  trouvé  une  équation  primidve  complète; 
on  en  pourra  déduire  une  autre  plus  générale,  et  qui  con- 
tiendra une  fonction  aii)itraire» 

Car  il  n*7  aura  qu'à  faire 

Bt  déterminer  ensuite  a  par  la  condition 

F'  {a,(pa)z=i&. 

Nous  nommerons  celle-ci  équation  primitive  générale , 
Ofur  la  distinguer  de  la  fûrécédentéi 

Enfin,  la  même  équation  primitive  complète  donnera  en- 
>re  V équation  primitive  singulière ,  en  détérminAùt  â  et  6 
â  fonction  de  X,  y,  z  par  les  deux  conditions 

^ar  exemple ,  nous  avons,  vu  plus  faaut  que  l'équation  du 
^mier  ordre 


'-<^-^y(f) 


I  -i-f  •  •/ 


l^m^  équation  primitive .  Complète 

zz=zax  +by. 
^our  en  déduire  Téquation  primitive  générale  |  -On  féri 


«-     f 
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et  on  prgiiA'a  les  fpnctioiu  dérivées  par  rapport  à  a  seA, 
00  aura  les  deux  4qiuitioiis 

«  :??  oo;  +  jff  a^  4P  <f  >f 'a  =s  0  ; 

d*où  n  faudra  éliminer  a  :  comme  la  fonction  fa  est  arUbaire, 
on  peut  >  en  lui  donqant  différentes  formes ,  en  déduire  une 
infinité  d'équations  primitives  complètes  ,  diflPércntes ,  arec 
deux  constantes  aribâthûres. 

Soit,  par  exemple; 
les  deux  équations  deviendront 

la  seconde  donne 

y 

m 

et  cette  valeur  ^  sqbstituée  dans  la  première ,  la  réduit  à 

•^       y 

qui  est  V.^isiXrp  fonnc»  ^'^quatioa  j^imttive  que  nmit  avioD» 
trouvée. 

On  pourra ,  de  la  même  manière,  en  trouver  tant  d'antre) 
qu'on  voudra  ;  mais  il  est  remarquable  que  la  première 
équation  primitive  complète  ,  d*où  l'équation  primitive  p' 
nérale  a  été  déduite,  n'y  est  jamais  comprise. 

Ainsi,  il  est  impossible  de  déterminer  la  fonction  fa  i^ 
mai^f  qu^  Us  dfux  équations 


51 
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et 


f. 
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donnent  celle-ci,  .  .  j, 

A%tB  étant  d»s  Ooil0t«iteft.ax(}ijfti^e»ft' 

Car  supposons  la  chose  possible  ;  en  sid)8tituant  dâÙS  la  pre-^ 
mière  la  yalenr  de  e^  on  ai£ra4  ëatisfaire  à  ces  deux  éipiaticMia 


La  seconde  donne 


*•■«  ' 


•■  I 


eette  yaleur  sfiSmitfiée  delnS  ta  {>rèn£ièirè»  la  renâ!  divisible 
par jr,. et  il  en  résulte. 

j5 — u^^^a = ^a — a^'a:> 
d*où  l'on  jdre 

a—>A 
diviftsunt  p»  ^—  ^ ,  on  a  l'équation 

,  ■  '  rf  ■  •  ■  •   * 

dont  chaque  membre  est  une  fonction  dérivée  eiËacte^  , 

I^a  fonction  primitiJife  d^  pzieviQ^^Pniemhl;^..^^  l.{i^q»^B), 
et  celle  du  second  membre,  est  /  (  a —  ^) ,  la  caractéristique  / 
dénotant  le  logaiîthme  fcJjjerboK^é  Çleçon  quatrième  )  ;  donc , 
prenant  les  fonctions  primitives  et  ajoutant  I^  constante  ar-< 
bitraire  Ik^  on  amra 

d'où  Von  lire  ,    . 
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etparconséqaelit 

Telle  devrait  ddnc  être  la  forme  de  la  fonction  fa\  A*ok 
Ton  déduit 


>  I 


Ces  valeurs. étant  inaintena^t  substituées  d^ls  Ids  deux  équa- 
tions ci-dessus  y  eUes  deviendront 

auxquelles  on  ne  peut  satisfaire  qu*en  faisant 

ce  gui  ne  donne  rien.   - 

Jusqu'à  présent  on  ^vait  cru  que  toute  équation  primitiTV 
qui  satisfait  aune  équation  du  premier  ordreàtrobvariableii 
avec  une  fonction  arbitraire^  est  aussi  générale  que  celle-ci 
peut  le  comporter.  L'exemple .  précédent  met  cette  propo- 
sition en  défaut,  et  nous  prouverons  pluis  bas  lâ  même  chose, 
d'une  manière  générale  et  directe. 

Il  est  vrai  que^  dans  le  cas  ^ue  nous  venons  d*examiner, 
on  peut  donner  à  l'équation  primitive  une  forme  plus  simpk 
et  plus  générale. 

Car^  en  considérant  les  deux  équations 

zz=zax  -^-yça ,  x  +yç'a = o, 
en  voit  que  la  seconde  donne  ^ 


oc 


d'où  il  résulte  que  a  est  une  fonction  de  - . 

-     y 
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Faisons  donc         . 


=■^(f)' 


<f«=^(D*- 


ms  aucons 

cassai 

aïs  3  faudra  qa*i|  y  ait  entre  les.  fonctions.  4  (-^J  «t  ^  T*- 1 
le  rekition  dénudante  dp  l'équAtion 

; 

^  ejQTet  ,^ù  ep  regs^idant  a  comme  une  Taiîable^  on  prend 

i  fbnctions^déiiyées  relativement  à  la  quantité  -r.,  le^  équar 
»ns 


nneront 


iï^c  y  substituant  di|n$,la  seconde  ^  pour  d  et  pour  9'a  ^  leurs 
leijrs ,  on  aura  Téquation  de  condition 


îH^^Q- 


Maintenant  la  première  équation  devient  ^  par  la  substitU" 
m  d<esv:aleurs  de  eet  de  ifo^ 

si  Ton  met  cette  équation  sous  la  fonn» 
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il  est  TÎsible  qa'elle  se  rédnit  i  celle-«i; 

La  fonction  f^  r^  demeure  absolument  arbitraire ,  puii- 
^Q  ks  demç  foneiioiis  4  (*  J  0^"^  ^  Tm  n#  fonneat  ^vm 

fonction  de  ^  \  ensorte  que  la  relation  trôuyéa  entre  ces  foBO^ 

tions  y  devient  ici  inutile. 

Et  il  est  bon  de  remairqnej  quQ  cette  dernière  splutioseit 
précisément  celle  que  l'on  trouye  directement  par  la  méthode 
généwle  exposée  pûm  haut  pour  ke  équatioos  da  ptamier  erin 
de  la  forme  ' 


(^)+*(^)=^,- 


Car  réquatipn  proposée 


ii^'iv)- 


étant  divisée  par  x  et  comparée  à  la  formule  précédente  ^  donne 

X  X 

de  sorte  que  les  deux  équations  paitfculièret  . 

deviennent 

-^ .         X  '  X 

Chacune  de  ees^eux  éqnationi^étant£visée'par  o?^  deTiest 


•H 
-■"* 
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uae  déâvéi  pxa^tt ,  ^  on  a  les  d«iu^  prihûtivei 

On  a  ainsi 

P^Z.    et    Q  =  |; 

d'où  résulte  Téquation  primitiTe 

qui  s*accor^  avec  celle  que  nous  venons  de  trouver. 

^    Oa  vokaussi  que  cette  forme  renferme  réquation  complète 

z  =  ax  -f-  éy  ; 
car  il  n'y  a  qu'à  supposes 

Si  Ton  avait  fèquation  du  premier  ordre 

la  caractéristiliuey  dénotatit  une  fôncdon  quelconque  donnée 

des  deux  fonctions  dérivées  f --y  j  ,  (-r)  >  <»  tra*?«erait  aî»é- 

tuent  pour  son  équation  primitive  complète  ,  t'équatioii 

z  =iu:,+ iy +/(a,  6)  , 

o  et  &  étant  deux  constantes  arbitraires. 

£q  effet  j»  en   prenant  les  deux  dérivées  de  cette  équation 
par  rapport  à  a:  et  ày  ^  on  a 


(^)='''  (7)=*' 
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et  snbsdtaant  ces  yàleurs  de  a  et  6 ,  il  Tient  Téquatioii  (Hfoposét* 

Maintenant^  pour  trouver  l'équation  primitiYe  générale,  il 
n'y  aura  qu'à  faire 

et. déterminer  ensuite  a  par  la  dérivée,  prise   relativement 
a  a  seul. 

Ainsi  on  aura  le  système  des  deux  équation» 
zr=iax+yifa+fia,fa),x+yf'a+f{a,fa'):=so. 

Enfin,  pour  avoir  l'équation  primitive  singulière,  on  élin^ 
nera  a  et  &  au  moyen  des  deux  dérivées,  l'une  p«r  rapport 
à  a,  et  l'autre  par  rapport  à  b.  Ces  dérivées  sont 

Comme  l'élimination  de  a  et  £  est  imposable  tant  qu'on 
ne  particularise  pas  la  fonction  y*(a,  £);  si  à  la  place  des 
variables  x  et  y ,  on  introduit  les  deux  variables  a^t^» 
on  aura 

et  de  là 

pour  l'équation  primitive  singulière. 

Si  on  considère  ces  trois  espèoes  d'équations  primitives, 
il  est  facile  de  voir  qu'elles  sont  essentiellement  distinctes 
l'une  de  l'autre ,  et  que  chacune  d'elles  ne  peut  être  reiH 
fermée  dans  aucune  des  deux  autres,  ni  les  renfermer;  car> 
dans  la  première,  les  quantités  a  et  b  sont  constantes,  as 
lieu  qu'elles  deviennent,  dans  la  seconde  et  dans  la  troisième, 
des  fonctions  différentes  des  variables  a:,  y,  z. 

Mais  on  peut  s'en  convaincre  d'une  manière  plus  sensibfe,, 
par  la  considération  des  surfaces  représenjrées  par  ces  diffé« 
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Tentes  équations  primitives.  Pour  cela,  je  considère  d*^abonl 
(équation  générale  du  plan 

dont  la  position  par  rapport  aux  trois  plans  rectangulaires 
des  x^y  ^  des  Xj  ^^  et  des^,  z^  est  déterminée  par  les  cons- 
tantes a,  b ^  c. 

Car  il  est  &cile  de  prouver  que  a  est  la  tangente  de  Tangle 
que  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  des  x  et  z  fait  avec 
Taxe  des  oc;  que  b  est  la  tangente  de  l'angle  que  l'intersection 
du  même  plan  avec  l'autre  pian  des  y  et  z  fait  avec  l'axe  deyi 
enfin  que  ce  plan  passé  par  le  point  de  l'axe  des  z ,  qui  est  éloi- 
gné de  l'origine  commune  des  trois  axes  de  la  quantité  c.  Ainsi 
on  peut  regarder  a^  b,  c  comme  les  élémens  du  plan ,  puisque 
sa  position  par  rapport  aux  axes  des  x,  y,  z,  en  dépend  en- 
tièrement. 

Si  on  combine  l'équation  du  plan  avec  ses  deux  dérivées 
prises  séparément  par  rapport  à  a:  et  y,  on  peut  déterminer  les 
valeurs  des  trois  élémens  a,  & ,  c  en  fonctions  de  x,  y,  z,  et 
Ton  trouve 

«=(^),i=(|,).c=.-x(^)-^(^). 

Or  nous  avons  démontré  rigoureusement  ^  dans  la  Théorie 
Jes  Fonctions  analytiques ,  que ,  par  rapport  à  une  surface 
quelconque  dont  on  a  l'équation  en  x,  y,z,  les  expressions 
}>récédente8  des  quantités  a,  b,  c  donnent  également  les  élé- 
mens du  plan  tangent  de  la  surface  dans  le  point  qui  répond 
aux  coordonnées  x,  y^  z;  d'où  il  suit  que  deux  surfaces, 
qui^  pour  les  mêmes  coordonnées  >  auront  aussi  les  mêmes  va«* 

leurs  des  fonctions  dérivées  f --7  J  et  (-7-)  ,  se  toucheront  né- 
cessairement dans  le  point  qui  répond  à  ces  coordonnées ,  puis- 
qn  elles  auront  l'une  et  l'autre  le  même  plan  tangent. 
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Cela  po§é  ^  Téquatioa  primitive  complète 

dans  laquelle  a  et  6  sont  des  constantes  arbitraires ,  représente 
une  surface  dont  la  nature  et  la  position  dépendent  de  cet 
constantes  ;  ensorte  qu'en  faisant  varier  ^eej  coBStantes»  la 
curface  variera  aussi  successivement. 

Or^  si  on  fait 

et  qu'on  détermine  a  en  fonction  de  x^  y,  z,  de  maxdire  qoft 
les  deux  équations  dérivées  restent  les  mêmes  que  si  a  ne  va- 
riait pas,  ce  qui  donne  l'équation  primitive  générale^  il  est 
visible  que  cette  équation  représentera  une  sur&ce  tout-àrfait 
différente ,  mais  qui  aura ,  dans  chaque  points  le  même  plan  tan- 
gent que  si  la  quantité  a  demeurait  constante,  puisque  les  es- 
pressions  des  quantités  (-^7  }  ^^  ('^  )  >^^*i^^  ^^^  Bièflieft.  Dodo 

eette  surface  sera  touchée  dans  chaque  point  par  la  sur&ce  di 
l'équation  primitive  complète  qui  répond  à 

et  où  a  amra  une  valeur  constante  déterminée  par  l'équation 

F'(a,  ^a)=o, 

qui  est  la  condition  de  l'équation  primitive  générale  :  les  Talenii] 
de  Xy  y,  Zy  dont  a  devient  fonction,  répondant  au  point  de | 
contact  des  deux  surfaces ,  et  étant  censées  constantes  par  rap- 
port aux  surfaces  touchantes. 

* 

Mais  en  regardant  a  comme  constante ,  l'équation 

F' (^a,  ^a)  =  o 
représente  aussi  une  surface  ;  et  son  intersection  avec  la  sar^ 
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£icè,  représentée  par 

9tn  une  ligne  tracée  sur  cette  même  surface,  dont  chaque 
point  sera,  par  conséquent,  un  point  de  contact  des  deux 
surfaces  dont  il  8*agit. 

D'où  Ton  peut  conclure  que  la  surface  représentée  par  Fé- 
quation  primitive  générale ,  sera  touchée ,  dans  toute  l'étendue 
d'une  ligne ,  par  une  des  surfaces  représentées  par  l'équatioa 
primitive  complète,  dans  laquelle  on  supposera  Tune  des 
constantes 

b  :=  (p  a. 

De  manière  que  Féquation  primitive  complète 

r  - 

m 

<|A  a  est  constante ,  donnera,  en  faisant  varier  snccesdvement 
la  valeur  de  a,  une  infinité  de  surfaces  successives  dont  cha-* 
cnne  aura  une  ligne  d'attouchement  avec  la  surface  représentée 
par  Féquation  primitive  générale  ;  et  il  est  aisé  de  concevoir 
que  ces  lignes  ne  poiïrront  être  que  les  intersections  mutuelles 
des  mêmes  surfaces  ;  que ,  par  conséquent ,  la  surface  repré- 
sentée par  Téquaticm  primitive  générale ,  ne  sera  formée  elle* 
même  que  par  toutes  ses  intersections  successives. 

Maintenant  il  est  évident  que  la  nature  de  cette  surface  est 
subordonnée  à  la  fonction  ^  a,  et  qu'elle  n'a  de  contact  qu'avec 
celles  des  surfaces  de  l'équation  primitive  complète 

pour  lesquelles 

Mab  si,  en  regardant  aetb  comme  variables,  on  les  détermine 
par  les  deux  équations 
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ce  qui  donne  alors réquation  primitive  singulière,  la  svtfâce  ropti* 
sentée  par  cette  dernière  équation  sera  aussi  touchée  par  la  sur- 
face de  réquation  primitive  complète,  dans  laquelle  a  et  &  au- 
ront des  valeurs  constantes ,  puisque  les  valeurs  des  exprcsdoni 

f  -^  j  et  (  -7- j  sont  encore  les  mêmes,  soit  que  a  et  6  soient 

constantes  ou  variables  ;  et  les  points  d'attouchement  pour  des 
valeurs  données  de  a  et  b  ,  seront  déterminés  par  les  deux 
équations 

combinées  avec  Téquation  primitive 

de  sorte  que  ,  pour  chaque  valeur  de  a  et  6 ,  il  n*y  aura  qu'tm 
point  de  contact  déterminé;  d*où  il  est  aisé  de  conclure  que 
la  surface  représentée  par  Téquation  primitive  singulière ,  no 
sera  touchée  dans  chacun  de  ses  points  que  par  une  des  sur- 
faces de  l'équation  primitive  complète 

mais  qu'elle  sera  touchée  par  toutes  celles  qui  peuvent  être 
représentées  par  cette  équation ,  en  donnant  à  a  et  6  des  valeurs 
constantes  quelconques  -,  de  sorte  qu'on  pourra  regarder  cette 
même  surface  comme  formée  par  Tintersection  mutuelle  et 
continuelle  de  toutes  les  surfaces  dont  nous  parlons  ,  en  faisant 
varier  successivement  les  valeurs  des  constantes  a  et  &• 

Cette  théorie  nf est ,  comme  Ion  voit ,  qu'une  généralisation 
de  celle  que  nous  avons  donnée  dans  la  leçon  dix-huitième, 
sur  les  courbes  représentées  par  les  équations  primitives  or- 
dinaires ou  singulières  des  équations  du  premier  ordre  à  deux 
variables. 

L'équation  primitive  complète 


\ 
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^e  nous  avons  traitée  plus  haut,  représente,  comme  Ton 
voit,  un  pkn  dont  la  position  dépend  des  deux  oonstantes 
a  et  &. 

Si  on  fait 
et  qn*on  détermine  a  par  l'équation 

pour  avoir  Téquation  primitive  générale ,  la  surface  représentée 
par  viette  équation  sera  touchée  et  formée  par  l'intersectioat 
mutuelle  etsuccessive  de  tous  les  plans  représentés  par  l'équation 

en  donnant  successivement  à  a  toutes  les  valeurs  possibles  ;  et 
cette  surfiice  sera  développable  dans  le  sens  le  plus  étendu. 

Mais  si  l'on  détermine  a  et  6  par  les  deia  équations 

ce  qui  donne  l'équation  primitive  singulière ,  la  surface  repré- 
sentée par  cette  dernière  équation  sera  formée  et  touchée  par 
tous  les  plans  qui  peuvent  être  représentés  par  Téquation 

en  donnant  successivement  à  a  et  b  toutes  les  valeurs  successives 
possibles. 

Et  toutes  ces  différentes  surfaces  seront  représentées  àrIa*fois 
par  l'équation  du  premier  ordre 

.  =  K^H-.(f)+/[Q.(f)]. 

On  peut  voir ,  dans  les  écrits  de  Monge ,  la  théorie  de  la 
génération  des  surfaces  et  des  équations  qui  peuvent  lesrepré* 
senter ,  développée  dans  toute  son  étendue  ,  et  avec  des 
Considérations  particulières  et  ingénieuses  qui  lai  appartiennent; 
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Lonqœ  l'équation  du  premier  ordre  renfermera  plus  de  trab 
nriaUes ,  on  pourra  aussi  la  supposer  déduite  d*tine  équatioi 
entre  ces  mêmes  variables  ,  et  autant  de  constantes  arbitraires 
qu'il  y  aura  de  variables  moins  une  ;  car  alors  cette  équation 
fournira  autant  d'équations  dérivées  qu'il  y  aura  de  constantes, 
par  lesquelles  on  pourra ,  en  éliminant  ces  constantes  ,  parvenk 
i  l'équation  du  premier  ordre. 

L'équation  avec  les  constantes  arUtnares  sera  donc  l'équa- 
tion primitive  complète  de  l'équation  du  preniier  ordre; et oa 
en  pourra  déduire  des  équations  primitives  plus  ou  moini 
g^érales  par  la  variation  de  ces  constantes  ,  en  supposant 
l'une  ,  ou  quelques-unes  d*entre  elles ,  fonctions  de  toutes  les 
autres  ,  et  les  déterminant  par  les  équations  dérivées  prises  par 
rapport  à  chacune  de  celle-ci. 

Enfin  n  y  sans  établir  aucun  rapport  entre  ces  constantes, 
on  les  détermine  tontes  par  les  équations  dérivées  pnsss  par 
rapport  à  chacune  d'elles  en  particulier^j^  on  aura  l'équation 
primitive  singulière  ;  car ,  par  ces  déterminations ,  les  équations 
dérivées  resteront  les  mêmes  »  et  le  résultai;  de  Vélàiiûiatioa 
sera ,  parconséquf»it ,  le  même  que  si  les  v«uriableft  étaient  de- 
meurées constantes. 

Ainsi  l'équation  entre  quatre  variables  t^  x,y,  z,et  troii 
constantes  a,  b  yC  ^ 

F(tyX,yyZ,a,b,c)=io 

sera  la  primitive  complète  de  l'équation  du  premier  ordre  entre 

t,  X ,  jf ,  * ,  et  les  trois  fonctions  dèivées  ('rr)  9  yrr^  >  {rTj 
déduites  des  trois  dérivées  prises  par  rapport  kt  ,  x^y  ^ 

^'  ^*) + (t)  ^'  ^*^  ==°  '  ^'  ^""^ + (é)  '^'  <*>="' 

en  éliminant ,  par  leur  mojren ,  les  trois  constantes  a,h,c. 


De 


c 


\ 
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De  là  I  en  regardant  a^b  yC  comme  variables ,  et  faisant 

où  atira  Vécjuation  primitive  générale  par  lés  deux  équation» 
dérivées  relatives  iaetb  , 

F'  (a)+1>'(a)XF'(c)=o,    F'  (i)+<p'  Ct)xF'(c)=o; 

et  eion  fait  à-la-fois 

on  aura  une  autre  équation  primitive  moins  générale  ,  en  dé-^ 
terminant  a  par  l'équation  relative  à  a 

F'  (a)  +  4'a  X  F'  (i)  +^faXF'  (c)  =  o. 

Enfin  on  aura  Téquation  primitive  singulière  par  les  trois 
expiations  dérivées  relatives  i  a,  b,  c. 

On  voit  parla  qu'en  général  toute  équation  du  premier  ordre 

entre  trois  variables ,  dont  une  est  censée  fonction  des  deux 

antres ,  peut  avoir  pour  équation  primitive  une  équation  entre 

ces  mêmes  variables ,  contenant  une  fonction  arbitraire  ;  que 

toute  équation  du  premier  ordre  entre  quatre  variables  ,  dont 

une  sera  censée  fonction  des  trois  autres  y  pourra  avoir  pour 

{^nation  primitive  une  équation  entre  ces  quatre  variable, 

f  contenant  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités  formées  de 

^68  variables  ,  et  ainsi  de  suite  :  l'introduction  de  ces  fonctions 

'^arbitraires  dans  les  équations  primitives,  et  leur  évanouissement 

^kns  les  équations  dérivées  ,  est  le  vrai  caractère  qui  distingue 

*Ss  équations  dérivées  à  plusieurs  variables ,  de  celles  qui  n'ont 

^Ue  deux  variables  ,  et  où  l'équation  primitive  n'admet  que  des 

Constantes  arbitraires. 

If  ous  avons  donné  plus  haut  une  méthode  directe  pour  trou^ 
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ver  réquation  primitive  de  toute  équation  da  premier  ordre  à 
un  nombre  quelconque  de  variables  ,  lorsque  les  fonctions 
dérivées  n*y  passent  pas  le  premier  degré.  On  peut  y  par  une 
considération  fort  simple  ^  que  j*ai  proposée  il  y  a  long-temps 
{^Mémoires  de  Berlin  de  1772  ) ,  rendre  toute  équation  du  pre- 
mier ordre  à  trois  variables  ^  susceptible  de  cette  méthode. 
Mais  il  se  présente  alors  »  dans  l'application  de  la  même  mé- 
thode y  des  difficultés  qui  ont  échappé  à  ceux  qui  ont  déjà 
fait  cette  application  ^  et  que  je  n'ai  pas  cherché  à  résoudre  dans 
la  Théorie  des  Fonctions  ^  en  traitant  le  même  sujet  (arf  io4)  > 
parceque  je  n*avais  encore  rien  trouvé  de  satisfaisant.  C'est  ce 
.qui  m'engage  à  revenir  sur  cet  objet  pour  n'y  plus  rien  laisser 
a  désirer. 

Faisons,  pour  plus  de  simplicité  , 


(è)=P'     (7)='' 


Hz 


toute  équation  du  premier  ordre  à  trois  variables  sera  représeih  ^ 
tée  par 

et  l'on  aura  la  formule 

i  laquelle  il  faudra  satisfaire  par  le  moyen  de  l'une  des  indé- 
terminées p  et  q  ,  l'autre  étant  donnée  par  l'équation  du  pi^|S^ 
mier  ordre. 

Comme  les  quantités  p  et  q  ne  peuvent  être  que  des  fonctioii 
de  a; ,  ^ ,  z ,  si  on  suppose 

on  aura  l'équation 
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.qui  ne  peut  avoir  une  équation  primitive   qu'iautant  que  les 
fonctions  désignées  par  4.  et  f  satisferont  à  la  condition 

comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  précédente. 
Or ,  puisque 

-^(.^^yy^^—P,     et    (pix,y,z)=:q^ 
^    ou  aura 

donc ,  faisant  ces  substitutions ,  on  aura  pour  l'équation  de  coo- 
dition ,  celle-ci  du  premier  ordre , 

OU  bien 

L'équation  donnée 

Fix,y,typ,q)  =  ù^ 
""^  ^tburnit  ces  trois  dérivées  relatives  à  x ,  j^ ,  2 , 

^. .        F'  (a:)  +  F'  (p)  X  (^)  +  F'  (</)  X  (^) =û  , 

i 

F'  (:y )  +  /i"  (P)  X  (^)  +  F'  (<,)  X  (4)  =0  ; 
F'  izy  +  F'  (p)  X  ($)+^'Ci')x  (|-)  =  o; 
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par  le  moyen  desquelles  on  pourra  éliminer  les  fonctions  dén< 
Tées  de  p  ou  de  (/. 
Eliminons  celles  de  9,  on  aura ,  par  la  première  et  la  troisième, 

/£\ i^(x)    f^(p>^r£\ 

\7) — rcfl)     r(g)^vy' 


«t  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus  du  pre- 
mier ordre,  elle  deviendra 

r  (X)  +pF'  (*)  +r  (p)  X  (^)  +  F'  (g)  X  (Ç) 

* 

OÙ  Ton  voit  que  les  fonctions  dérivées  de  rinconnue  p,  n^ 
sont  qu*à  la  première  dimension ,  la  quantité  q  étant  d'ailleurs 
une  fonction  ^e  p,  x  ,y^  z,  donnée  par  l'équation 

Lorsqu'on  aura  déterminé  ,  par  ces  équations^  les  fonctioiis 
p  etq ,  l'équation 

z'  z=  paf  +  qy' 

aura  nécessairement  une  équation  primitive  qui  sera  en  même 
temps  l'équation  primitive  de  la  proposée  du  premier  oidre 

Comparons  maintenant  l'équation  ci-dessus  ,  qui  contientles 
fonctions  dérivées  de  p,  relativement  aux  trois  variables  a:,j';^ 
avec  la  formule 


^ 
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^e  nous  ayons  déjà  traitée  dans  cette  leçon ,  et  dont  nous 
ayons  tu  que  Féquation  primitiye  dépend  des  trois  écpiations 
particulières 

nous  aurons ,  en  prenant  respectiyement  les  yariables  Xj^^  z,p 
à  la  place  des  yariables  ^  ^  a;  ^  ^  ^  2  ^  les  yaleurs 

r~E(û  M-Pl!SEtt[E!M  N--   ^lM±pf(*X 

^  —  F'Çpy^-        Fip)        ^'^ F'ip)         * 

de  sorte  que  les  trois  équations  particulières  deyiendront 

y    F' (p)  -  o/F' ((jf)  =  0, 

z'F'ip)  -  x'[>r(p)  +  (/F'Cç)]  =  o, 

p'F'Çp)  +  af  [F'  (07)  +  pF'  (z)-]  =  o; 

Comme  ces  trois  équations  ne  renferment  que  quatre  va- 
riables X ,  y,  ^,  p,  on  pourra  les  réduire  à  une  seule  entre- 
deux  variables  ;  ainsi  la  difficulté  est  rabaissée  aux  équations 
de  ce  genre. 

Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  leurs  équations  primitives 
qui  renfermeront  nécessairement  trois  constantes  arbitraires 
o ,  i,  c;  on  pourra  en  tirer  les  yaleurs  de  ces  trois  constantes 
en  Xyy,  z  et  p  ;  et  si  on  dénote  ces  yaleurs  par  P,  Q,  /? ,  on 
^ura  sur-le-champ,  comme  nous  Tayons  démontré,  l'équation 

poinr  l'équation  primitiye  de  l'équation  du  premier  ordre  en. 
^m,  y,  z  etp,\si  fonction  ^ (P,  Q)  étant  une  fonction  arbi- 
feiaire  quelconque  de  P  et  de  Q, 

Cette   équation,  combinée  avec  l'équation  donnée 

FÇ^x,  y,  z,p,,qf)=o, 

Sonnera  les  valeurs  de  p  et  ç  en  x,  j,  Zy  qui,  étant  substîr- 
-liées  dans  Téquatioa 
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la  rendront  susceptible  d'une  équation  en  x ,  y,  z,  qui  sera 
réquation  cherchée. 

Comme  )usqu*ici  rien  ne  limite  la  fonction  q>  Ç^P ,  Q),  3 
•^ensuivrait  que  l'équation  primitive  d'une  équation  du  premier 
ordre  à  trois  variables  pourrait  renfermer  une  fonction  ar- 
bitraire de  deux  quantités  ^  tandis  que ,  dans  les  cas  que  nous 
avons  examinés^  nous  n'avons  jamais  trouvé  que  des  fonc- 
tions arbitrmres  d'une  seule  quantité;  il  est  d'ailleurs  facile 
de  se  convaincre  qu'il  est  impossible  de  faire  disparaître  d'une 
équation  à  trois  variables^  une  fonction  arbitraire  de  deux 
quantités  ^  par  le  moyen  de  ses  deux  équations  dérivées. 

Cette  difficulté  ^  je  l'avoue  ^  m'a  long-temps  tourmenté;  enfin 
je  suis  parvenu  à  la  résoudre  par  les  considérations  suivantes. 

Je  remarque  d'abord  que^  comme  les  trois  équations 

P  =  a,     Ç  =  6,     /î=c 
satisfont  par  l'hypothèse ,  aux  trois  équations  du  premier  ordre 

yF'(p)-a/F'(<7)    =o, 

p'F'(p)  +  x'[:  F'(x)  +  p'^'(*)]=o, 

avec  les  constantes  arbitraires  a^  &^  c^  si  on  tire  de  ces  mêmes 
équations 

les  valeurs  de  :r  ^  y  >  ^  ^°  fonction  de  p  ^  et  qu'on  les  snb 
dans  les  équations  précédentes^  elles  deviendront  nécessaire-; 
ment  identiques  ;  de  sorte  que ,  par  ces  substitutions  >  lespre-j 
miers  membres  des  équations  dont  il  s'agit^  deviendront  iden- 
tiquement nuls  y  quelles  que  soient  les  valeurs  Aq  p  ^a^hyC, 
En  général,  connue  les  variables  Xy  y ,  z,  p  sont  regardées! 
comme  indépendantes ,  il  sera  indifférent  de  substituer  les 
leurs  de  trois  de  ces  variables  exprimées  en  fonctions  d§a,ii^ 
et  de  la  quatrième  variable. 
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Or  le  premier  membre  de  la  première  étant  multiplié  par  q , 
et  retranché  du  premier  membre  de  la  seconde  des  mêmes 
équations ,  donne 

Donc^  si  dans  la  formule  z'-^px^^^qy  ,  on  fait  les  mêmes 
substitutions  des  valeurs  de  x ,  y ,  z  en  p ,  le  résultat  sera 
encore  identiquement  nul. 

A  la  place  des  variables  x,  y,  2  on  peut^  sans  nuire  à 
la  généralité ,  introduire  les  quantités  a^b,  c,  regardées  comme 
variables ,  en  conservant  les  mêmes  expressions  de  x  ^y,  z  en 
a,  J,  c.  Alors,  dans  la  formule  z' — P-^;'  — qf^,  les  termes 
provenant  de  la  variabilité  de  p,  se  détruiront  mutuellement > 
puisque  ces  mêmes  expressions  rendent  cette  formule  nulle 
dans  le  cas  où  a^  6,  c  sont  constantes  :  elle  deviendra  donc 
de  la  forme  j4a'  +  Bb'  -f-  Cc\  dans  laquelle  A ^  B^  C  seront 
des  fonctions  de  p,  a,  6,  c. 

Donc  réquation 

z'^-^poif  —  <7y  =  o 
deviendra 

Aa'  +  BV  +  Cc'  —  Q\ 

et  la  condition  qui  doit  la  rendre  susceptible  d'une  équatioir 
primitive,  sera,  par  ce  que  nous  avons  trouvé^ 

c  =  ^(a,i), 

puisque  la  substitution  des  valeurs  de  x^  y  ^  zenp,a^  i,  c, 
donne 

d'où  ces  valeurs  sont  supposées  tirées. 

Or^  en  prenant  les  fonctions  dérivées,  on  a 
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Donc  f  faisant  ces  substitutions ,  l*éqnatioii 

iA+Cl>'  (a)]a'+  IB+C^'  (i)]i'=o; 

aura  nécessairement  une  équation  primitive ,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  qu'autant  que  la  variable  p  disparaîtra  d'elle-même 
de  Téquation  ^  puisque  sa  fonction  dérivée  p'  a  déjà  disparu. 

Alors  l'équation  sera  entre  les  deyx  seules  varioles  a  eti, 
et  aura  toujours  une  équation  primitive^  par  laqueUe  6  deviendra 
fonction  de  a  seul  ;  et  cette  fonction  sera  arbitraire ,  à  cause  de 
la  fonction  arbitraire  ^(a,  b). 

Ainsi  les  deux  quantités  6  et  c  seront  nécessairement ,  l'ime 
et  l'autre  y  fonction  de  a  seul^  mais  il  faudra  qu'elles  satis- 
fassent à  l'équation 

^a'+^y+Cc'=o. 
Soit  donc 

en  les  substituant  dans  cette  équation,  on  aura 

Jl  +  B4,'a  +  Cp'a  =  o; 

ce  qui  donne  une  relation  entre  les  deux  fonctions  ^  et  4^1 
et  il   en  restera  une  d'arbitraire. 

Maintenant,  si  on  remet  pour  a,b,  c  leurs  valeurs  P,  QyRf 
on  aura ,  pour  l'équation  primitive  cherchée  ;,  le  système  dei 
deux  équations 

Ç  =  4P,B  =  ^P; 

d'où,  en  éliminant  p,  on  aura  une  équation  en  op  ^y,  z,  ayec 
une  fonction  arbitraire. 

Telle  est  la  solution  directe  et  complète  du  problème; 
mais  nçus  verrons  qu  on  peut  la  simpUCer  dans  plusieurs  cas. 
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Prenons  pour  exemple  Téquatioo  du  premier  ordre 

On  aura  ici 
3onc 

Et  les  trois  équations  du  premier  ordre  en  x,  j^,  a ,  p  devien- 
dront 

—  qy-^-pji  =0,  —  !/»'  +  flpçr'  =0,  —  çp'  +px'=o. 

Or  réquation 

a=P7, 

donne 

z 

donc  les  trois  équations  dont  il  s*agit  deviendront 

«y'  — p*a:'=o,    a' — Qpx'=o  ,    zp' — p*x'  =  o, 

et  Von  pourrait  faire  Tune  des  fonctions  dérivées  x',y,  *'>p'* 
•égale  à  l'unité. 

La  première  et  la  dernière  donnent 

^  où  Ton  tire  Téquation  primitive 

yzzzp  +  a, 
'^  étant  une  constante  arbitraire. 
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Ensuite  la  seconde  et  la  troisième  donnent 


savoir^ 


pz': 

=  azp'; 

z 

_  y. 

~    P  ' 

les  fonctions  primitives  logarithmiques  sont 

d*où  Ton  tire 

b  étant  une  constante  arbitraire. 

Enfin,  si  dans  la  première  on  substitue  p' poury,  et! 
pour  2 ,  on  a  y  en  divisant  par  p* , 

bp  —  x'  =  o  ; 
d*où  Ton  déduit ,  en  prenant  les  fonctions  primitives , 

c  étant  la  troisième  constante  arbitraire. 
Ainsi  on  aura  ,  en  dégageant  les  valeurs  de  ces  constante! 

Maintenant ,  si  dans  Téquation 

a' —  px'  —  qy'  zzno , 

en  substitue  pour  q  la  valeur  -  ,  elle  devient 

z    — *  PX  ^— -ai-  =  O* 

P 

Et  si ,  à  la  place  de  Q:,y,  z^onj  met  les  expressions  trou 
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:2Î-dessus  en  p,  a,  b,  c,  en  regardant  les  quantités  a^b^c  comme 
variables ,  on  a  la  transformée 

p*6'  +  fxbpp'-^p^V  —  bpp'  —pc—bpp'—  bpa'  =  o, 

qui  ,  en  effaçant  ce  qui  se  détruit ,  et  divisant  ensuite  par 
p  ,  se  réduit  à 

Donc ,  faisant 

b  =  '^a  j  c  =  ^a  f 
on  aura 

Ce  qui  donne 

•\,a  =r  —  ç  a. 

Ainsi  on  aura  le  système  de  ces  deux  équations 
«avoir , 

4Î'où  il  faudra  éliminer  p  ;  et  la  fonction  ^  (y  —  P  )  demeu- 
rera arbitraire. 

Nous  ferons  ici  une  remarque  importante  :  lorsqu'on  a 
trouvé  deux  équations  primitives  renfermant  deux  constantes 
arbitraires ,  comme 

y=p-|-a,  etz  =  6p*, 

on  pourrait  croire  qu'en  éliminant  p ,  on  aurait  une  équation 
primitive  avec  deux  constantes  arbitraires,  qui  serait ,  parcon- 
séquent ,  l'équation  primitive  complète  de  la  proposée  ,  et 
d'où  l'on  pourrait  ensuite  tirer  l'équation  primitive  générale 
avec  une  fonction  arbitraire. 
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On  aurait ,  de  cette  manière  l'équation 

Mais  il  est  facile  de  se  convaincre  qu'elle  ne  satisfait  pas  à  la 
proposée 


car  elle  donne 


Il  en  serait  de  même  si  on  employait ,  pour  chasser  p  i  h 
«econde  et  la  troisième  équation  ,  on  aurait  alors 

c=a: —  ]/  (^bz)  , 
«avoir , 

ce  qui  donnerait 

Mais  si  on  employait  la  première  et  la  dernière  ,  on  aurait, 
par  Télimination  de  p  , 


C=iX' 


y— a 
d'où  Ton  tire 

a=;(a:  — c)  (j—a); 

cette  expression  donne 


(y)=y-''>  (|)=*-^i 


valeurs  qui  satisfont  à  la  proposée^ 
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La  raison  de  cette  espèce  de  bizarrerie  se  trouve  dans  Téqua* 
on  donnée  plus  haut^ 

c'  +  ^û'  =  o. 

Elle  fait  voir  que  les  deux  quantités  a  et  c  peuvent  être 
instantes  ensemble;  que,  parconséquent^  les  deux  équations 

P  =  a,  etfl  =  c 

nt  lieu  à-ia-fois ,  de  sorte  qu'en  éliminant  p  on  a  une  équa- 
on  en  07^  j^^  z^  et  les  deux  constantes  arbitraires  a,  Cy  qui 
era  ,  parconséquent ,  Téquation  primitive  complète  de  la  pro- 
osée. Mais  Téquation  ne  serait  pas  satisfaite  par  la  simple 
:ipposition  de  a  et  6  ^  ou  de  6  et  c  >  constantes  ensemble  \  d*où 
.  suit  que  les  deux  équations 

Pz=za    et     Ç  =  ft,    ou     Q=6    et    /î=c, 

Tises  ensemble  y  ne  satisfont  pas  à  la  proposée. 

Au  reste  ,  on  peut  trouver  l'équation  primitive  complète  ,* 
LU  moyen  d'une  seule  de  ces  équations  ;  car  elle  donne  une 
''aleur  de  p  en  a: ,  ^,  z ,  et  une  constante  arbitraire  -,  et  comme 
5€tte  valeur  satisfait  à  l'équation  du  premier  ordre  en  x,  j',  a 
'tp^   elle  rendra  l'équation 


a'— px'— «7y  =  o 


ïisceptible  d'une  équation  primitive  :  ainsi  il  n'y  aura  qu'à 
'bercher  cette  équation  en  y  ajoutant  une  constante  arbi- 
traire^ et  l'on  aura  l'équation  primitive  complète'  avec  les 
eux  constantes. 

Ou  bien  on  tirera  de   l'équation  trouvée  la  valeur  de  p 
H  X,  y,  z\  et  conune 


=($)• 


Ci  cherchera  l'équation  primitive  ^.  en  ne  regardant  que  z  et  x 
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comme  yariables.  Cette  équation  pourra  alors  renfermer  use  i 
fonction  arbitraire  de  y  y  qu'on  déterminera  aisément  par! 
l'équation  proposée  ;  et  comme  celle-ci  est  du  premier  ordre, 
la  fonction  de  y  renfermera  au  moins  une  constante  arbi- 
traire; de  sorte  qu'on  aura  de  nouveau  une  équation  primitiye 
complète  avec  les  deux  constantes. 

Prenons  dans  l'exemple  précédent  la  première  équatios 
P  =  a  ,  savoir , 

Jf  — p  =  c. 


Elle  donne 
et  comme  on  a 


on  aura 


z 
z 

Ces  deux  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation 

a'  —  pa/  —  qy'  =zo  , 
donnent 

z'  —  (y'^a)x' ^ —  =  o  . 

•^  y  —  a 

équation  qui ,  étant  divisée  par  y — a,  a.  pour  primitire 

a?  -4-  c  =  o: 

y  — a 

où  c  est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

Or  cette  équation  est  la  même  que  nous  avons   trouvée  ci' 
dessus  par  l'élimination  de  p. 

La  même  équation 


t! 
Ce 
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ieyient ,  en  substituant  pour  p  sa  valeur  (--7  J  > 

Comme  il  n'y  a  ici  que  la  fonction  dérivée  de  z  relativement 
à  X  >  on  peut  ôter  les  parenthèses  et  mettre  l'équation  sous 
la  forme 

dont  l'équation  primitive ,  en  regardant^  comme  constante ,  est 

z=(^— a)(x  — F), 

Y  étant  une  fonction  quelconque  de  y. 

Cette  valeur  donne  ^  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par 
l'apport  à  a:  et  j^ , 

Substituant  ces  expressions  dans  la  proposée 

^=($)x(7)> 

«na 

^  OÙ  l'on  tire 

r  =  0; 

«t  parconséquent 

«n  prenant  c  pour  une  constante  arbitraire. 

Ainsi  l'équation  primitive  devient ,  comme  ci-dessus  , 

2;  =  (^  —  a)  {x  —  c). 
Ayant  cette  équation   primitive   complète  ,  pour  en  tireiT 
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l'équation  primitive  générale ,  on  fera 

et  on  prendra  la  dérivée  par  rapport  à  a  seul  ;  on  aura  ainsi 
le  système  des  deux  équations 

a=Qy  —  a)  (x  —  (fa),  jp— fa  +  (y  — c)  ^'a=bj 

â*où  il  faudra  éliminer  a. 

Pour  les  comparer  aux  équations  trouvées  ci-dessus  par 
la  méthode  générale  ,  il  ny  a  qu*à  les  mettre  sous  la  fonoe 


z 

y 

Comme  la  quantité  a  doit  être  éliminée ,  on  peut  metrre 
à  sa  place  une  quantité  quelconque.  Si  on  y  met  sa  valeur 
y — p,  en  a  les  mêmes  équations  déjà  trouvées^  d'où  ilfadt 
ensuite  éliminer  p, 

La  théorie  des  équations  à  plusieurs  variables  des  ordres   ^ 
supérieurs  au  premier^  est  encore  très*imparfaite. 

Lorsque   ces  équations  admettent  une   équation  primitive 
de  Tordre  immédiatement  inférieur  ,   On  peut  les  regarder 
comme  provenant  d'une  équation  primitive  complète  de  ce 
dernier  ordre  avec  deux  constantes  arbitraires  ^  ainsi  que  nous' 
Tavons  démontré  pour  les  équations  du  premier  ordre;  et 
lorsqu'on  connaît^  d'une  manière  quelconque^  cette  équati(» 
primitive  ,    on  peut ,   par  les  mêmes  principes ,  en  tirer  kl 
équations   primitives  générales  et  singulières  ;    mais  on 
que  y   dès  le  second   ordre ,  il  y   a  une    infinité   d'équatiotf 
qui  ne   sont  point  susceptibles  d'une  équation    primitive  diiv 
premier  ordre ,  et  qui  admettent  néanmoins  une  équation  ^ 
mitive  absolue  sans  fonctions  dérivées.  Nous  n'entrerons  {kW 
ici  dans  ce   détail   qui    nous    mènerait   trop  loin  ,   et  nom 
renvoyons  ,  pour  ce  qui  regarde  les  équations  de  cd  genre, 
aux  traités  connus  de  calcul  diJférentieL 
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LEÇON     VINGT-UNIÈME. 

Des  équations  de  condition  par  lesquelles  on 
peut  reconnaître  si  une  fonction  d^un  ordre 
quelconque  de  plusieurs  ^variables ,  est  une 
fonction  dérivée  exacte.  Analogie  de  ces 
équations  avec  celles  du  proBléme  des  Isope* 
rimètres.  Histoire  de  ce  problème.  Méthode 
des  'variations. 

L  o  V  T  E  fonction  d'une  seule  variable  peut  toujours  êtra 
gardée  comme  une  dérivée  exacte  ;  car  si  elle  n*a  pas  na^ 
irellement  une  fonction  primitive ,  on  peut  toujours  en  trou- 
er Une  par  les  séries ,  soit  en  résolvant  Ift  fonction  donnée 
i  série  de  puissances  de  la  variable ,  et  prenant  ensuite  la 
tiction  primitive  de  chaque  terme ,  soit  en  employant  la  série 
•nérale  donnée  dans  la  leçon  douzième. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  fonctions  de  plus  d'une 
riable;  et  quoiqu'on  puisse  toujours  s'assurer,  par  les  règles 
la  dérivation  des  fonctions ,  si  une  fonction  composée  de 
^érentes  fonctions  dérivées  résulte  d'une  fonction  primitive 
Xinée^  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  dix-neuvième, 
^8t  souvent  difficile  de  juger  si  elle  est  une  dérivée  exacte 
^tacfifonction  quelconque  inconnue.  Cet  objet  a  occupé  les 
^mètres  presque  dès  la  naissance-  du  calcul  différentiel;  ils 
t  cherché  des  caractères  généraux  pour  reconnaître  si  une 
action  d'un  ordre  quelconque  peut  être  la  dérivée  exacte 
Cne  fonction  de  l'ordre  immédiatement  inférieur ,  ou  inêni§ 


» 
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d*im  ordre  inférieur  quelconque.  Ce  sont  ces  caractères 
connaît  dans  le  calcul  différentiel^  sous  les  noms  de  c 
fions  d'intégrabilitéy  et  qixEukr  et  Condorcet  ontréd 
desformules  générales  et  élégantes»  qui  méritent  d*être  coi 
Pour  trouver  ces  formules  de  la  manière  la  plus  sii 
je  commence  par  considérer  une  fonction  ^de  différent 
riables  x ,  y,  z,  etc.  et  de  leurs  dérivées,  dans  laquelli 
de  ces  yariables  ^  et  ses  dérivées  z\  z",  etc.  »  ne  se 
Tent  partout  qu'à  la  première  dimension  ;  il  est  clair  (; 
fonction  f^  sera  de  cette  forme 

f^=Nz  +  Pz'  +  Qz''  +  IlEr+ etc., 

iV,  P,   Q ,  etc.   étant  des  fonctions  de  x ,  y ,  etc.  < 
leurs  dérivées  sans  z.  ' 

Rien  n*est  plus  facile  que  de  trouver  les  conditions  n 
s^es  pour  qu'une  fonction  de  cette  forme  soit  une  dé 
exacte  y  indépendamment  d'aucune    relation    entre  la 
riable  z  et  les  autres. 

En  effet,  si  on  considère  les  fonctions  dérivées  du  produ 
deux  quantités  quelconques,  et  qu'on  dénote ,  comme 
l'avons  proposé  à  la  fin  de  la  leçon  deuxième ,  par  des 
appliqués  aux  parenthèses ,  les  fonctions  dérivées  des  (j 
tités  renfermées  dans  ces  parenthèses  »  on  a 

iPzY  =z  Pz' +  P'z  ; 
donc 

Pz'  ={Pzy  —P'z. 

On  a  de  la  même  manière 


Qz"  =  (  QzJ  —  QV 
donc 

Qz' = (  Qz'y  -  (  Q'z)'  +  <:r^ 

rOn  trouvera  pareillement 


DES     FOIfCTIONS.  4c>3 

.  ainsi  de  suite. 

Faisant  ces  substitutions  dans  Texpression  de  f^,  elle  de- 
^Qt ,  en  ordonnant  les  termes 

r=(^N—  J^  +  Q' _/!'»-(.  etc.)  a 

^{Pz)'  --iQ'zy  +(/i"2.y — etc. 

+(Qa'y— (/l'aO'+etc. 

J^(^Rz"y  —  e\c. 

etc. 

Comme  tous  les  termes  de  cette  formule  ^  à  Texception  d« 
1^  de  la  première  ligne  qui  se  trouvent  multipliés  par  z  , 
it  déjà  des  fonctions  dérivées  exactes,  il  faudra,  pour  que 
fonction  V  soit  une  dérivée  exacte ,  que  les  termes  multi^ 
&8  par  Zy  savoir  : 

(iV_/î'+ Ç^  —  fl'+etcO^ 

Inent  ensemble  une  fonction  dérivée  exacte. 

Or  il  est  facile  de  se  convaincre  que  cela  est  impossible 
^"t  qu'on  n'établit  aucune  relation  entre  z  et  les  autres  variables. 
>iic  il  faudra  que  ces  termes  disparaissent  d'eux-mêmes  de 
vcpresaion  de  f^^  ce  qui  donnera  T équation  de  condition 

N—P  +  Ç"— /l'^+etc.  =o 

[uelle  devra  parconséquent  être  identique  pour  que  la 
:i.ction  y  puisse  avoir  en  général  une  fonction  primitive. 
»)rsque  cette  condition  aura  lieu ,  la  fonction  primitive  de  V^ 
'ô  évidemment 

' — Q'+fi"—  etc.)  a+ (  q—K+  etcOz' +(/î— etc.)  z"+  etc. 

3En  général ,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  conte* 
L«s  dans  la  fonction  /^,  si  l'une  d'elles  ainsi  que  ses  dérj-^ 
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vées  sont  linéaires  ,  on  aura  toujours  ^  relativement  à 
yariable,  la  même  équation  de  condition^  pour  que  la  : 
tion  >^ devienne  une  fonction  dérivée  exacte ,  indépendan 
d'aucune  relation  entre  ces  variables. 

Après  avoir  résolu  le  cas  des  fonctions  linéaires  par  ra 
à  Tune  des  variables ,  nous  allons  réduire  à  ce  cas  très-s 
la  recherche  des  équations  de  condition  pour  les  fon 
d*une  forme  quelconque. 

Supposons  qu'une  fonction  ^  de  oc,  y,  y\  y",  etc 
ordre  quelconque ,  soit  la  fonction  dérivée  exacte  de  la 
tion  U  de  Tordre  immédiatement  inférieur ,  indépendas 
d'aucune  relation  particulière  entre  x  et  y\  il  est  cla 
si  dans  ces  deux  fonctions  on  substitue  à-la-fob  y  -j-  • 
place  de  y,  et  conséquemment  y'  -{-cJ ,  y"  +  »",  etc. 
place  dey,  y,  etc. ,  en  supposant  »  une  fonction  indéter 
de  Xy  ces  fonctions  continueront  à  étire  l'une  la  fonctioi 
vée  exacte  de  l'autre ,  puisque  cette  dérivation  ne  dépend 
de  la  valeur  de  y.  Donc  elles  le  seront  encore  si ,  apr 
substitutions ,  on  les  développe  suivant  les  puissances 
produits  de  <»,  »',  a-",  etc. 

Dénotons  par  U  la  totalité  des  termes  du  développ 
de  Uy  où  les  quantités  a ,  a,',  a",  etc.  ne  se   trouveroù 

a 

la  première  dimension  ;  par  U  la  totalité  des  termes  ( 
quantités  formeront  deux  dimensions,  etc. 

Dénotons  de  même  par  ^la  totalité  des  termes  du  dé 
pemeotde  /^,  où  les  mêmes  quantités  »,  or,  u,",  etc.  se  t 

ront  à  la  première  dimension  ;  par  F'  la  totalité  des  tem 
ces  quantités  formeront  deux  dimensions ,  etc. 

1  a  3 

On  aura  U+  U+  U+  Ï/+  etc.  ,    pour  le    dével 

ment  de  U]  et  F -{^  /^-f-/î'+;^^efc.,  pour  le  dé 
Cernent  de  y. 
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Cette  dernière  série  sera  donc  la  fonction  dérivée  exacte  de 

première  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  chaque  terme  de  Tune 

If ra  être  la  fonction  dérivée  de  l'autre ,  tant  que  les  q.uan- 

âa  û>,,û)',  û)",  etc.  demeureront  indéterminées  ;  car  ces  quantités 

1 
«tant  qu'à  la  première  dimension  dans  la  fonction  /^,  sa 

action  primitive  ne  pourra  contenir  aussi  que  les  premières 

tensions  dies  mêmes  quantités  ;.  parconséquent  il  n'y  aura  que 

teriHe  U  qui  puisse  être  sa  fonction  primitive.  Il  en  est  de 

a  a 

tme,  des  termes  correspondans  /^  et  Z7 ,  où  ces  quantités 
^aitent  à  la  seconde  dimension  ;  et  ainsi  de  suitje. 

I 
il  faut  donc  d'abord  que  la  fonction-  V  soit  une  dérivée 

acte  y  indépendamment  d'aucune  relation  entre  x,  y  et  û  . 

1 
' ,  puisque  J^  est  la  partie  du  développement  de  y  qui  ne 

Dtient  que  les  premières  dimensions  de  «,  f/,  ù)" ,  etc.,  ij 

:  clair   que  cette  fonction, ne  peut  être  qjue  de  la  forme 

•  _^ 

r'=  Nù>  +  Peu'  -f  Çû)'^+  Reù'"  +  etc.  „ 

^  coefficiens  iV,  P,  (>,  etc.  étant  des  fonctions  de  a:,  y, 
^  y",  etc. ,  sans  w.  Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  con- 
tions nécessaires  pour  qu'une  fonction  de  cette  forme  soit  ^ 
■iéralement  parlant,   une  dérivée  exacte. 

On  a  donc  ici  le  cas  que  nous  venons  de  résoudre ,  et  il  est 
wle  qu'en  prenant  la  variable  «  à  la  place  de  z ,  et  conser- 
nt  les  autres  dénominations  j^  on  aura  l'équation  de  condition 

Ar_  jy  ^  Q//_  /j- ^  etc.  =  o , 

îlle  devant  avoir  lieu  d'elle-même  indépendamment  d'au- 
relation  particulière  entre  x  çty ,  devra  être  entièrement 
K^^tique. 

<ette  équation  ayant  lieu ,  on  aura  pour  la  fonction  primi-*^ 
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tîve  de  V 
(p^Ç'4-R*-.ctc.)û>+(Q— /i'+etc.)û>'+(/î-etc.)/4 

C'est  parconséquent  la  valeur  de  la  fonction  V. 


Ayant  «dnsi  la  valeur  du  premier  terme  IJ  du  développi 
de  la  fonction  primitive  V  ^  on  pourra  en  déduire  les  y; 

a        3 

de  tous  les  termes  suivans  V ^  Uy  etc.  par  les  principes  e^ 
dans  la  leçon  dix-neuvième,  en  regardant  les  quantités  j 
y  y  etc.  comme  autant  de  variables  indépendantes;  car 
représente  la  quantité  U  par  la  fonction 

,     ,       .  -^(^>^,y,/,  etc.), 

la  fonction 

F  (x,  jr  +  tf  ,y  +  »' ,y  4- »• ,  etc.  ) 

développée  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  qua 
«,  </ y  œ"  y  etc.  deviendra 

f(.x,y,y,y',  etc.) +«  'P"(J')+"'^  Cy  )4-«"i^'(j')- 
+->*F'  O)  +  ««'F''  (j,y)  +i»'«i^'  (/)  +ei 

+  TH-  «'  ^'  O)  + 1  «•  «'  F'"  (^ ,y  )  +  etc. 
etc. 

Je  ne  renferme  ici  entre  les  crochets ,  pour  plus  de  si 
cité ,  que  les  quantités  par  rapport  auxquelles  il  faut  pn 
les  fonctions  dérivées  indiquées  par  les  accens. 

On  aura  donc  ainsi 

Ù=œ  F'  Qy )  +  «'  F'  Qy')  +  «"  F (j'')  +  etc. 

^  =  i«»F"Cy)+«a,'F''Cy,y)  +  l«'»F''Cy')  +  - 

.  Lr=  ^ «>'  F-  (j)  +  f  «- «'  F""  Cy,y )  +  etc. 
etc. 
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Or  ayant  trouyé  cirdessus  la  valeur  de  17,  la  comparaison 
termes  multipliés  par  œ  ^  c/  y  œ" ,  etc.  domiera 

F'  (j)=zP— (Y  +R''  — etc. 
F'(y)=Q  — /r  +  etc. 
F'(/)  =  JS  — etc., 
etc. 

Ayant  ainsi  les  fonctions  dérivées  du  premier  ordre  par  rap- 
port à  chacune  des  quantités  y>  y  >y" ,  etc. ,  on  en  déduira , 
par  les  règles  données ,  les  fonctions  dérivées  du  second  ordre 
st  des  suiyans,  par  rapport  à  chacune  des  mêmes  quantités  ;  on 

a       3 

aura  parconséquent  les  valeurs  des  termes  suivans  l/,  U,  etc. 
3u  développement  de  U,  Or  on  suppose 

i^(^>>';y>/>etc.)  =  î/, 
«t 

J'(x,^+»,y +«',/  +  «",  etc.)  =  1/+ î/^+ ^+ r/,  etc. 

Ainsi  on  aura 

i^(x,jr+«,y  +  «',/  +  «%etc.>-.F(a:,j^,y,/,etc.) 

=  Ù+Ù+U'+'etc. 

Paf conséquent  la  différence  des  deux  fonctions 

f^{Xyy+a>,  y  +  &\  etc.)    et  F (x , ^ , y,  etc.)  sera donnéa 
lii  moins  par  les  séries. 

Représentons  maintenant  par 

/(^,>',y>/>etc.) 

^  fonction  proposée  y  dont  on  a  supposé  que  U  ou « 

^i^>y>  y' >  y>  etc.)  est  la  fonction  primitive,  on  aura 
^  (^>  y+^>  y  >  +  «'>  y"  +  ^'9  ^tc.  )  pour  la  fonction 
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primitive   de /(x,^  +  û»,  y +»,  y +»*,  etc.  ),  donc  k 

fonction  primitive  de • 

/(x,^ +  û^,y +«'>/  +  «">  etc.)— /(a:, jr,y,y,etc.) 

sera  donnée. 

« 
De  ce  que  nous  venons  de  démontrer^  il  suit  : 

1  **.  Qu'une  fonction  quelconque  de|la  formey(  x,  y^y^y'^  etc.) 
ne  peut  avoir  une  fonction  primitive  y  indépendamment  d'au- 
cune relation  entre  x  et^  ^  à  moins  que  l'équation  de  condition 

IV—  JP'  +  Ç"  —  /r  +  etc.  =  o, 

trouvée  ci-dessus ,  n'ait  lieu  d'elle-même. 

a*".  Que  toutes  les  fois  que  cette  équation  aura  lieu ,  U 
fonction 

/(^>j'+»>y+»'>y4-«\etoo— /(^,j',y,y,etc.) 

aura  nécessairement  une  fonction  primitive  >  cpielle  que  soit 
la  valeur  de  o». 

Faisons  maintenant  «  =  ^^y ,  la  fonction 

/"(x,  ^  +  «,y+ û)'>y  4- »">  etc.)  se  réduira  à  y  (x),  et 
aura  parconséquent toujours  une  fonction  primitive ,  puisqu'elle 
ne  contiendra  plus  qu'une  variable.  Donc  aussi  la  fonction 
y(x,y,y,y ,  etc.)  aura  nécessairement  une  fonction  primitive. 

Or  ayant  supposé  que 

JV»  +  Pa/  +  Qcù"  +  RyT  +  etc. 

sont  les  premiers  termes  du  développement  de  la  fonction  pro« 
posée  F' y  lorsqu'on  y  augmente  j' de  <3ù  ,y  de  œ' ,  y"  de  a",  etc., 
c'est-à-dire  de  la  fonctiony (x ,^  +  û)  ,  y'  -f-  t/^y'^  -j- a",  etc.), 
il  est  visible  qu'on  aura ,  en  conservant  la  notation  adoptée , 

i^=f'  iy) .  P  =/'  (y ).  Q=/  (y'h  R^f  Cy') etc. 

Desorte  que  l'équation  de  condition  deviendra 


Et 
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Cette  formule  est  la  même ,  à  la  notation  près ,  que  celle 
qaEuler  avait  trouvée  d*abord  par  une  méthode  indirecte  , 
tirée  de  la  considération  de  maximis  et  minimis ,  et  que 
Condorcet  a  ensuite  démontrée  dan»  son  Calcul  intégral.  Nous 
venons  de  prouver  non-  seulement  que  la  fonction  proposée  ne 
peut  être  une  fonction  dérivée  exacte ,  à  moins  que  Téquation 
de  condition  n'ait  lieu ,  comme  Euler  et  Condorcet  l'avaient 
trouvée ,  mais  encore  que  si  cette  équation  a  lieu,  la  fonction 
sera  nécessairement  une  dérivée  exacte ,  ce  qui  restait ,  ce  me 
semble ,  à  démontrer  ;  car  la  démonstration  qu'on  en  trouve 
dans  le  tome  XV  des  Novi  Commentarii\  de  Pétersbourg,  est 
si  compliquée ,  qu'il  est  difficile  de  juger  de  sa  justesse  et  de  sa 
généralité. 

Si  la  fonction  proposée  contenait  non-seulement  les  variables 
X,  y  avec  les  dérivées  y,  y\  etc.,  mais  de  plus  une  autre 
variable  z,  fonction  indéterminée  de  x  avec  ses  dérivées  z\ 
z" y  etc.,  on  ferait,  par  rapport  à  cette" dernière  variable,  des 
raisonnemens  et  des  opérations  semblables  à  celles  qu'on  a 
faites  relativement  à  la  variable  j',  et  on  parviendrait  à  une 
équation  de  condition  pour  2,  entièrement  analogue  à  celle 
qu'on  a  trouvée  pour  y. 

Ainsi  pour  qu^une  fonction  quelconque  de  la  forme 

f^y^y  yf>  etc.  z,z\z\  etc.) 

soit  une  fonction  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  l'ordre  in- 
férieur, indépendamment  d'aucune  relation  particulière  entre 
j'  et  z,  on  aura  les  deux  équations  de  condition 

/  (^-ET  (/)]'  +  Lf'  Cy'OT-Cf  (^•)r+etc.=Q. 

/'  (^  )  -  cf'  (*'  )  j  -f-  [f  (^"  )  y  -  [/'  (*")  r + etc. = o. 

Et  réciproquement  ces  deux  équations  ayant  lieu  d'elles- 
mêmes  ,  on  sera  assuré  que  la  fonction  proposée  est  une  déri- 
vée exacte,  quelles  que  soient  les  fonctions^  et  z. 
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Il  se  présente  ici^  ayant  d'aller  plus  loin^  une  remarque  im- 
portante à  faire. 

Lorsqu'on  a  cherché  les  conditions  nécessaires  pour  qu'une 
fonction  donnée  de  x,  y^  y\  y" ,  etc.  soit  d'elle-même  une 
fonction  dérivée  exacte,  on  a  regardé^  comme  une  fonction 
de  X  y  mais  inconnue  ;  c'est  pourquoi  on  a  supposé  que  la  fonc- 
tion donnée  ne  Contenait  point  les  dérivées  a:' ,  a:",  etc.  de  la 
variable  x;  car,  suivant  les  principes  de  la  leçon  septième, 
lorsque  x  est  la  variable  principale  dont  les  autres  sont  fonc- 
tions ,  on  peut  faire  0:^  =  1,  et  parconséquent  x"  =  0, 
xfzzno^  etc. 

Cependant  si ,  pour  plus  de  généralité,  on  veut  regarder  (ce 
qui  est  toujours  permis  et  ce  qui  a  lieu  surtout  dans  les  pro- 
blêmes de  Mécanique)  les  variables  x  ety  comme  fonction» 
d'une  troisième  variable  t ,  alors  toute  fonction  dérivée  d'un 
ordre  quelconque  de  deux  variables  x^y,  devra  contenir  éga- 
lement les  dérivées  de  ces  deux  variables  ',  et  nous  avons  donné, 
dans  la  leçon  citée ,  les  transformations  nécessaires  pour  intro- 
duire les  dérivées  de  x  dans  une  fonction  où  l'on  a  supposé 
a/  =  1 .  Il  faut  seulement  observer  que  lorsque  la  fonction 
est  censée  être  une  fonction  dérivée  d'une  autre  fonction  des 
mêmes  variables,  il  faut  de  plus  la  multiplier  par  a/.  Car  si  F 
est  une  fonction  de  or,  ^,  y,  y,  etc.,  où  l'on  a  fait  a/ =  1, 
laquelle  doive  être  une  fonction  dérivée  d'une  autre  fonction 
U,  On  aura  par  l'hypothèse  V  =  ^;  et  pour  détruire  la  sup- 
position de  a:'  =  1 ,  il  faudra  substituer  à  la  place  des  fonctions 

primesy ,  l/'les  valeurs  ^,  —7  ;  à  la  place  de  la  fonction  se- 

conde  y"  la  quantité  — j — ,  et  ainsi  des  fonctions  des  ordres 
supérieurs ,  comme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  septième  ;  ainsi  on 
aura  ^  =  ^,  et  de  là  U'  —  Faf. 
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Maintenant  y  si  on  considère  une  fonction  quelconque  de  x , 
y  <,  od  ^  y\  af  i  y"  y  etc. ,  et  qu'on  demande  les  condition! 
>nécessaires  pour  que  cette  fonction  soit  une  fonction  dérivé» 
exacte;  en  représentant  cette  fonction  par 

/•(r,  x' ,x\  etc.  y, / , / ,  etc.  ; 

et  faisant^  pour  abréger, 

X  =/ (a:)  -  Lf  (a/)  T  +  [/ (o:^)  3^ -,  etc. 

r=/  cy)  -  \j'  c/)  j  +  cf  cy")]''-etc. 

on  aura ,  par  ce  qu'on  a  démontré  plus  haut ,  si  les  deux  yaria* 
blés  X  tX y  sont  regardées  conmie  indépendantes^  les  deux 
équations  X  =  o  et  F  =  o ,  qui  devront  avoir  lieu  à-la-fois. 

Mais  si  y  doit  être  une  fonction  de  Xy  alors  en  substituant 
^  X  pour  y  et  les  dérivées  de  ^  x^  savoir ,  x*  çf  x  ^  x"  çf  x 
-f- j/*  ç"  X,  etc.  pour  y,  y'\  etc.,  il  faudra  que  la  fonction 
proposée  devienne  simplement  de  la  forme  x^  F  x,  comme  si 
on  y  faisait  a/  =  i .  Ainsi  si  on  met  dans  cette  fonction  a:  +  $ 
à  la  place  de  x ,  et  qu'on  développe ,  en  ne  tenant  compte  que 
des  premières  dimensions  de  ^,  elle  deviendra 

x^Fx+i^'Fx  +  a/^F'x, 

où  Ton  voit  que  les  termes  qui  contiennent  ^,  forment  ensemble 
une  fonction  dérivée,  dont  la  primitive  est  ^  F  x ,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  ^. 

•  Je  conclus  de  là  que  si ,  dans  la  fonction  proposée  ou  y  est 
censé  fonction  de  x ,  on  substitue  aussi  a:  +  ^  à  la  place  de  x , 
et  qu'on  développe  suivant  ^ ,  les  termes  qui  ne  contiendront 
que  la  première  dimension  de  ^  et  de  ses  dérivées,  devront  for- 
mer ensemble  une  fonction  dérivée  exacte ,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  Ç.  Or  ^  étant  ^x,  il  deviendra  par  la  substitution 
de  X  +  5  à  la  place  de  x ,  ^  x  +  ^  ^'  x ,  en  ne  tenant  compte 
que  de  la  première  dimension  de  ^]  donc  â  on  fait  pour  abréger 
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d*aucune  relation  particulière  entre  x  ety^  on  aura,  relative- 
ment à  jr,  outre  la  première  équation  de  condition ,  celle-ci  : 

Z' (y )  -  a  Cf  Cy" )  T  +  3  Cf  Cy) 3' -  etc.  =  o. 

Et  l'on  aurait,  une  pareille  équation  relativement  à  a ,  ai  la 
fonction  proposée  contenait  aussi  z,  z\  z" ,  etc. 

On  trouverait  de  même,  pour  que  la  proposée  fût  une  fonc- 
tion dérivée  du  troisième  ordre  ^  cette  troisième  équation  de 
condition,  relativement  ky  : 

fiy")-^{f  (>•)  ï+  G  {f  Cy")  ]'  -  etc.  =  o; 
et  ainsi  de  suite. 

.  Enfin,  si  on  suppose  qu'on  n'ait ,  pour  la  détermination  d'une 
fonction  u ,  qu'une  équation  d'un  ordre  quelconque  entre  u ,  js 
et  y  et  les  fonctions  dérivées  u' ,  u" ,  etc.  ^y  9  y,  etc.  de  u  et 
de  ^ ,  et  qu'on  demande  les  conditions  nécessaires  pour  que  u 
soit  une  fonction  de  Xyy,y  fy*' ,  etc. ,  indépendanunent  d*an- 
cune  relation  entre  x  et  ^  ',  le  problème  pourra  encore  se  ré- 
soudre par  les  mêmes  principes ,  et  en  suivant  la  même  méthode. 

Soit  ^=0  réquation  donnée,  dans  laquelle  on  suppose  que 
w  est  une  fonction  de  x,y  ,y" ,  etc.  :  si  on  met  partout  y -|- a» 
à  la  place  de^ ,  et  parconséquent  j/  -f-  »  ,y"  -f-  »" ,  etc.  à  la 
place  dey'^y",  etc.  la  quantité  »  étant  supposée,  comme  ci- 
dessus,  une  fonction  indéterminée  de  x,  et  qu'on  développe 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  ev ,  (»\  a" ,  etc. ,  la  fonC' 
tion  ^deviendra,  comme  plus  haut, 

y+f^+f^+f^>  etc. 

et  Ton  aura  les  équations  particulières 

1  % 

V-=z  O9  ^=:  G ,  y=.  o ,  etc. 

"Car  si  on  imagine  qu'on  mette  dans  V,  à  la  place  de  u  sa  valeur, 

V 
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en  supposant 

Desorte  que ,  dans  ce  cas,  Téquation  de  condition  X=:o serait 
comprise  dans  les  deux  équations  F=o,  et  Z=o. 

Ainsi  on  pourra  toujours ,  dans  la  question  présente ,  se  dis* 
penser  d'avoir  égard  aux  dérivées  de  la  variable  principale ,  et 
à  l'équation  de  condition  qui  en  résulterait. 

Si  on  voulait  que  la  fonction  /^  fût  une  dérivée  exacte  du 
second  ordre ,  il  faudrait  de  plus  que  la  fonction  primitive  de 

1  1 

F',  c'est-à-dire  la  fonction   U ,  f4t  elle-même  une  dérivée 

exacte^  Or  on  a 

1 

Z7=:pû)+(/û;'  +  r»''  +  etc. , 

en  supposant,  pour  abréger, 

p=P— Ç'  +  fl"— etc.,9=Ç  — /l'  +  etc.,r=:B— etc.,etc.; 

et  il  est  facile  de  trouver ,  par  les  mêmes  procédés  qu'on  a  em- 

ployés  pour  la  fonction  /^,  que  la  condition  nécessaire  pour 

que  la  fonction  U  soit  considérée  exacte ,  indépendamment  de 
la  valeur  de  ce ,  est  renfermée  dans  l'équation 

P  —  ?'  +  ^"  —  etc.  =  o  ; 

laquelle  en  remettant  pour  p ,    q ,  r ,    etc.  leurs   valeurs  ; 
devient 

p  —  2  Ç'  +  3  iR''—  etc.  =  o. 

Donc ,  pour  qu'une  fonction  de  Informe  f  (^x ,  y  ,y\  y ,  etc.J 
soit  une  fonction  dérivée  exacte  du  second  ordre ,  c'est-à-dire , 
une  fonction  dérivée  d'une  fonction  dérivée,  indépendamment. 
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d*aucune  relation  particulière  entre  x  et  j^,  on  aura^  relative- 
ment à.  y  y  outre  la  première  équation  de  condition ,  celle-ci  : 

y"  C/)  -  a  ly  Cy")  T  +  3  Cf  Cy")  3"  -  «te- =  o- 

Et  l'on  aurait,  une  pareille  équation  relativement  à  z  ^  si  la 
fonction  proposée  contenait  aussi  z,  z  y  z" ,  etc. 

On  trouverait  de  même ,  pour  que  la  proposée  fût  une  fonc- 
tion dérivée  du  troisième  ordre  ^  cette  troisième  équation  de 
condition,  relativement  ky  : 

/  Cy"  )  -  3  [/ O")  J  +  6  [y' Cy")  J  -  etc.  =  o; 

et  ainsi  de  suite. 

:  En&n^si  on  suppose  qu'on  n'ait, pour  la  détermination  d'une 
fonction  u ,  qu'une  équation  d'un  ordre  quelconque  entre  u ,  j? 
ct^  et  les  fonctions  dérivées  u' ,  u" ,  etc. ,  y ,  y,  etc.  de  u  et 
de^,  et  qu'on  demande  les  conditions  nécessaires  pour  que  u 
soit  une  fonction  Ag  x^y^y  fy'^ ,  etc. ,  indépendamment  d'au- 
cune relation  entre  x  et  y,  le  problême  pourra  encore  se  ré- 
soudre par  les  mêmes  principes ,  et  en  suivant  la  même  méthode. 

Soit  J^=zo  réquation  donnée,  dans  laquelle  on  suppose  que 
u  est  une  fonction  de  x,y  ^y" ,  etc.  :  si  on  met  partout  y -|- a» 
à  la  place  de^ ,  et  parconséquent  j/  -|-  (à  ^y"  4-  e»" ,  etc.  à  la 
place  dey  ,y,  etc.  la  quantité  cù  étant  supposée,  comme  ci- 
dessus,  une  fonction  indéterminée  de  a;,  et  qu'on  développe 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  û>  ,  «»' ,  cù"  ,  etc. ,  la  fonc- 
tion /^deviendra,  comme  plus  haut, 

v^-r^r+r,  etc. 

tt  l'on  aura  les  équations  particulières 

1  a 

V^  o,  V=iOy  ^=0,  etc. 
€ar  si  on  imagine  qu'on  mette  dans  >^,  à  la  place  de  u  sa  valeur. 
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tn  Xyy^y'y  y" ,  etc.  l'équation  /^=  ô  deviendra  identique  ; 
donc  l'identité  subsistera  aussi  après  la  substitution  de  jr  -f-  c»  ^ 

y  +  ©',  ^^  +  ei>"  etc.  pourj^ ,  y'  >'y"  >  ®*^'  ^  ®*  '®  développe- 
ment suivant  &,  e/^  ©",  etc.  ;  et  comme  ces  dernières  quantités 
sont  supposées  indépendantes  de  x  et  j^ ,  il  est  visible  que  chaque 

1       a 

terme  J^,  Vy  etc.  qui  contient  les  mêmes  dimensions  de  »,  r/,  »*', 
etc.  devra  être  identiquement  nul  dans  l'équation  développée 

;r  +  VJ^  r+  r+  etc.  =  o. 
Représentons  la  fonction  F"  par 

/•(a,  u',  u"  ,  etc.,  x,y,y\y\  etc.), 

1      a 

et  dénotons  par  u,  u,  etc.  les  différens  termes  du  développe- 
ment de  la  fonction  u ,  dans  lesquels  les  quantités  »,  (/ ,  &" ,  etc. 
forment  ensemble  une  dimension  ou  deux,  etc.  Nous  aurons , 
suivant  la  notation  adoptée, 

r~  ùfiu)+  u'f  {u')  +  «'  f  (u")  +  etc. 

+  «/  (y)  +  «'f  (y )  +  "'/  (j")  +  etc. 

Or  il  est  visible  que  la  fonction  u  ne  peut  être  que  de  la  forme 

u  =  N(à  +  P(ff  +  Qû)"  -f  etc. 

iV,  P,  Ç,  etc.  étant  des  fonctions  de  x^y^y^  etc.  De  là, 
en  prenant  les  fonctions  dérivées  relatives  à  x,  on  aura  les  va- 

I      1 
leurs  de  u'^u" ^  etc. ;  savoir, 

û'  =  N'co  +  (iV+  P")  »'  +  (P  +  Ç')  ^'  +  etc. 
etc. 


^1$  C  A  L  C  U  K, 

eomme  notxs  Vavoni  trouvé  par  une  autre  ^yoie  ^  dans  la  le* 
çon  XIX. 

La  fonction  proposée,  en  n'y  faisant  plus  x'^zzt,  aurait 
eu  la  forme 

et  Ton  atunit  eu,  relativement  à  x,  Téquation  de  condition 

laquelle  devient 

x^  >t' (a) +y  ^' (X) --^  (ar,>^)  =  o; 
tuais 

donc 
savoir  > 

comme  auparavant» 


Supposons  que  la  fonction  proposée  soit  du  second  or^  et 
de  la  forme  f{^,y,yyy")'*  Téquation  de  condition  pour 
qu'elle  soit  une  dérivée  exacte,  sera 

Il  est  d*abord  évident  que  pour  que  cette  équation  puis* 

être  identique,  il  faut  que  la  valeur  de  f  Qy*)  ne  contienne 

point  y;  autrement  la  valeur  de  \J^  (y^^T  contiendrait  j"; 

et  comme  les  termes  précédens  ne  peuvent  contenir  quey ,/» 

y" 9  y" 9  ï^  terme  contenant  j^'^  ne  serait  pas  détruit. 


*. 
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La  fonction  proposée  ne  pourra  donc  être  qne  de  la  forme 
On  aura  ainsi ,  en  la  comparant  à  la  forme  générale 

/(j)=^(j.)+/ç'(y), 
/(j')=^'(y)+yç'(j'), 

et  réquation  de  condition  deviendra 

^'  0)4-/*'  Qy)-!:^'  Cy')  J-ly"  V  (y')J+<trix,y,y')=o: 

Or , 

¥  (.^,y.y')  =  ¥  (^)  4-y  <?'  (j)  +/  ^'  (y  )  ; 

donc 

*"  (^«J'.y  ) = W  (X)  T + Ly'  ¥  {yn-irXy  <!>'  Cy')  J- 

Par  cette  substitution ,  l'équation  de  condition  deviendra 

^'  (j)+y'<i''  (^-C^'CyO  ]'+[<?' (^)T+[y  9' 0')J=o; 

Supposons,  pour  abréger, 

<  (^  )  +  y  f'  iy)  -  ^'  (y  )  =  *  (:c,^,y  ) , 

la  caractéristique  O  dénotant  une  fonction  connue  de  oc,y,y^, 
puiscju'en  effet  cette  expression  ne  contient  que  les  trois  quan« 
tités  ^9  y ,  y  \  on  aura  Téquation 

^'iy)+y\'(.y)  +  ^'ix,y,y)=o; 
nais 

*'(*,^,y)=*'(^)+y*'(^) +/*'(/); 

donc  réquation  de  condition  se  réduira  à 

r  0) + *' W +y  *' 0) +/ c  «f' Cy) + *' (yO  ] = o. 
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Or  il  eftt  visible  qne  la  quantité  y"  nentre  point  dans  les 
fonctions  dérivées  suivant  x  et  y ,  puisqu'elle  n'entre  point  dans 
les  fonctions  primitives  représentées  par  les  caractéristiques 
Hr  ,^  et  ^'f  donc  y  pour  que  l'équation  puisse  être  identique , 
il  faudra  que  lés  termes  multipliés  par  y"  disparaissent  ;  par- 
conséquent  l'équation  de  condition  se  partagera  en  ces  deuxK:i  : 

qui  devront  avoir  lieu  séparément  pour  que  la  fonction  propo-- 
iée  soit  une  dérivée  exacte. 

Supposons,  pour  donner  un  exemple  particulier^  que  cette 
fonction  soit 

y      y       y  ' 

on  aura  ici  f  (x,^,/)  =  --  — ^,  et  f  (x,y,y)=:y 
De  là  on  tirera 

¥i^)  =  ~.i>'  iy)  =  —  y^. 
^  >y'y}    y     y.     y^  y-  -  y 

Ainsi  les  deux  équations  de  condition  deviendront 


.1 
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qui  se  yérifient,  comme  Ton  voit ,  d'elles-mêmes.  En  effet ,' 
la  fonction  proposée  est  la  dérivée  de  --^. 

En  général^  il  est  facile  de  prouver  que  Féquation  de  con-«; 
dition 

/'(y)-C/'Cy)J  +  C/'(/)]''-etc.  =  o 

ne  saurait  être  identique  ^  à  moins  que  la  plus  haute  des  fonc-* 
lions  dérivées  y  ,  y"  »  etc.  qui  entrera  dans  la  fonction  pro- 
posée f  (^oc ^y ,  y  yy" y  etc.  )  n'y  soit  qu'à  la  première  dimen^ 
«ion  y  afin  qu'elle  puisse  disparaître  dans  la  fonction  dérivée  qu'on 
prendra  relativement  à  cette  même  dérivée  de  y.  D'où  il  suit 
que  si  la  fonction  proposée  est  de  Tordre  n ,  elle  ne  pourra  êtr© 
une  fonction  dérivée  exacte^  à  moins  qu'elle  ne  soit  de  la  forme 

-^i^^y^y^y.^ . .  .j'^"^*^)+j'^"^*(^,j'>y,/>- .  ^-y^'^'^v 

Ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  leçon 
treizième. 

Ensuite  on  peut  aussi  prouver  que  ^  de  même  que  pour  les 
fonctions  du  second  ordre ,  l'équation  de  condition  se  décom^ 
pose  en  deux ,  qui  doivent  avoir  lieu  à-la-fois  :  pour  les  fonc- 
tions du  troisième  ordre  y  elle  se  décomposera  en  trois  ;  et  pour 
les  fonctions  du  quatrième  ordre^  elle  se  décomposera  en  quatre  ; 
et  ainsi  de  suite. 

Enfin  pour  donner  aussi  un  exemple  d'une  fonction  dépen-*» 
dante  dhme  équation ,  nous  prendrons  Téquation  ^ 

u' _  ^  (u,  X,  j^)  — y  9  (u,  op,  y)  =  o; 

5C 
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et  nous  chercherons  les  conditions  nécessaires  pour  qae  la  fonc- 
tion u  soit  une  fonction  de  x  et  y. 

En  comparant  cette  équation  à  la  forme  générale 
on  aura 

et  de  là  on  tirera  ces  valeurs  : 

/'(u)=-^'(H)-y*'(u),f  (u')  =  i. 

Comme  la  fonction  ne  contient  point  j^"^  on  aura 

/'cy)=o; 

et  la  dernière  des  trois  équations  de  condition  trouvées  ci-dessus 
pour  le  cas  dont  il  s'agit,  donnera  sur-le-champ  P=:o;  ce  qnî 
réduira  les  deux  premières  à 

-^'(>)  -y*'  (j)  -iV(^'  (u)  +y  ^'  (u)  )  +iV=o, 

—  <p  (u,  x,j^) +iV  =  a 

La  dernière  donne 

N=z(f>(^u,x,y)i 

donc  substituant  dans  la  première,  et  changeant  les  signes i 
on  aura 

^'0')+y^'Cy)  +  (^(")+y?'("))+?(",ar,^) 

Mais 

V  (",  *.>')  =  u'  f'  c«)  +  ¥  (*)  +y  V  Cy)» 

et  la  propotée  donno 
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donc^  faisant  ces  substitutions,  et  effaçant  ce  qui  se  détruit,' 
on  aura  cette  équation  de  condition 

*'  Cy)  +^'  («)  X  9  (",  o?,^)— «p'  C^)-*'  («)  x^  («,  x.yy^o, 

qui  est  la  même,  en  changeant  u  en  z,  que  celle  que  nous 
avons  trouvée  directement  dans  la  leçon  XIX,  pour  que  Féqua-* 
tien  dérivée  à  trois  variables,^  puisse  admettre  une  équation  pri- 
mitive entre  ces  variables. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  sur  les  équatfons 
de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'une  fonction  doanéo 
de  plusieurs  variables  et  de  leurs  dérivées,  ait  une  fonction  pri^ 
mitivç  indépendamment  d* aucune  relation  entre  ces  variables  ,^ 
aune  connexion  intime  avec  un  autre  problêmerplus  important, 
qui  a  exercé  les  géomètres  pendant  près  d*un  siècle.  C^est  I9 
fameux  problème  des  isoperimètres ,  qui,  pris  dans  toute  son 
extension,  consiste  à  trouver  les  équations  qui  doivent  avoir 
Keu  entre  les  variables,  pour  que  la  fonction  primitive  inconnus 
d'une  fonction  donnée  de  ces  variables  et  de  leur^s  dérivées  , 
devienne  un  maximum  ou  un  minimum. 

Les  mêmes  formules  d*équations  résoiffent  les  deux,  pro- 
blèmes, mais  avec  cette  différence  que,  pour  le  premier, 
tes  équations  doivent  être  identiques,  et  se  vérifier  d^èllea- 
mêmes;  au  lieu  que  dans  le  dernier  problème,  elles  de-* 
^^iennent  les  équations  nécessaires  entre  les  variables  pour  Vexis- 
^ence  du  maximum  ou  du  minimum* 

On  verra  la  raison  de  cette  identité  des  résultats  par  l'anar* 
lyse  que  nous  allons  donner  du  problème  des  isop^rimètres. 
Mais  nous  commencerons  par  une  histoire  succincte  dés.  dif-« 
férentes  tentatives  que  les  géomètres  du  dernier  siècle  ont  faitct. 
pour  parvenir  à  une  solution  générale  de  ce  problème ,  et  qui 
ont  conduit  par  degrés  à  la  méthode  couaue  sous  le  wm  d^ 
Çakul  de^  v.anationsx 
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Les  questiofiB  de  maximis  et  mirdmis  n*ont  pas  ité  incomraes 
aux  anciens  géomètres;  car  on  a  un  livre  entier  S  Apollonius^ 
qui  traite  presqu'uniquement  des  plus  grandes  et  des  plus  petites 
lignes  droites  qui  peuvent  être  menées  de  points  donnés  an 
arcs  des  sections  coniques. 

La  méthode  A* Apollonius  se  réduit  simplement  i  proum 
que  toute  autre  droite  menée  du  même  point  à  la  section  co- 
Bique,  serait  plus  petite  dans  le  cas  du  maximum ,  et  j^m 
grande  dans  le  cas  du  minimum,  que  celle  qu'il  a  détermii^; 
et  cette  méthode  a  été  suivie  par  tous  ceux  qui ,  après  lui,  ont 
cherché  à  résoudre ,  par  la  simple  géométrie  ^  des  proUêmet 
relati£i  aux  maxUna  et  aux  minima^ 

Fermât  est  le  premier,  comme  nous  Tavons  vu  dans  la  leçon 
dix-huitième ,  qui  ait  donné ,  pour  la  soluticm  des  problémei 
de  ce  genre ,  une  méthode  directe  et  analytique ,  que  l'algo- 
rithme du  calcul  différentiel  a  ensuite  simplifiée  et  généralisée; 
elle  se  réduit,  comme  Von  sait^  à  égaler  a  zéro  la  differ^dk 
ou  la  fonction  prime  de  la  fonction  qui  doit  être  un  maximum 
ou  un  minimum ,  en  regardant  comme  variable  Tioconnue  par 
rapport  à  laquelle  la  fonction  donnée  doit  devenir  la  pli» 
grande  ou  la  plus  petite  ;  et  nous  avons  exposa  ailleurs  (  7%^ 
rie  des  Fonctions)  les  principes  et  la  marche  de  cette  médiods 
considérée  dans  totke  sa  généralité. 

On  peut  dire  que  c*est  à  la  considération  des  courbes  tfacm 
doit  les  principales  méthodes  de  l'analyse.  La  déterminatioa 
des  plus  grandes  et  des  plus  petites  ordonnées  dans  les  lignes  et 
dans  les  surfaces  courbes ,  avait  donné  naissance  aux  question! 
de  maximis  et  minimis ,  dont  nous  venons  de  parler  ',  mais  oi 
s^éleva  bientôt  à  des  problèmes  d'un  genre  nouveau  et  beat- 
coup  plus  difficile.  Il  s'agissait  de  trouver  les  courbes  mêmei 
dans  lesquelles  des  quantités  dépendantes  de  toute  l'étendue 
de  la  courbe  cherchée,  prise  entre  des  limites  données >  fussent 
un  maximum  ou  un  minimum ,  par  rapport  à  toutes  les  autres 
courbes  possibles  ;  comme ^  par  exemple,  la  courbe  qui  reih: 
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erme  le  plus  grand  espace  suivant  des  conditions  données,  ou 
[ui  produit,  par  sa  révolution,  le  plus  grand  solide  entre  des 
imites  données,  ejc.  ;  mais  c'est  la  mécanique  qui  a  fourni  les 
>remiers  problcnies  de  ce  nouveau  genre.  Newton  a  cherché 
e  premier  la  cpurbe  qui ,  en  tournant  autour  de  son  axe ,  pro- 
iuit  lia  solide  qui  étant  mu  dans  un  fluide  suivant  la  directioa 
le  son  axe ,  éprouve  la  moindre  résistance  possible ,  et  il  a 
lonné ,  sans  démonstration ,  une  proportion  qui  sufGt  pour  cons* 
bruire  la  courbe  par  le$  tangentes^  et  qui  en  est  comme  Téqua- 
tien  différentielle. 

Mais  c'est  proprement  du  fameux  problême  de  la  brachysto- 
chrone ,  ou  ligne  de  la  plus  vite-descente ,  proposé  en  iSgS ,  par 
Jean  Bemoulli ,  que  date  la  découverte  d'une  analyse  propre 
à  ces  sortes  de  recherches. 

'  r 

Suivant  l'esprit  du  calcul  différentiel  qui  suppose  les  courbes 
formées  d'une  infinité  de  droites  infiniment  petites,  on  consi- 
dère deux  côtés  contTgus  de  la  courbe  cherchée,  et  on  déter- 
mine leur  position  respective ,  de  manière  que  la  quantité  pro- 
posée devienne  un  maxi^mum  ou  un  minimum ,  en  ne  faisant 
varier  que  l'ordonnée  qui  répond  à  l'angle  formé  par  ces  deux 
côtés.  De  cette  manière  |  le  problème  rentre  dans  l'ancien  genre^ 
[et  la  diiEculté  ne  consiste  plus  qu'à  ramener  le  résultat  de  la 

>lution  à  la  forme  diff'érentielle.  C'est  mnsi  qu'on  a  trouvé 
['abord  que  la  courbe  de  la  plus  vite-descente  doit  être  telle 

le  le  sinus  de  l'angle  qu'un  de  ses  côtés  quelconques  infini- 
*^ent  petits  fait  avec  la  verticale,  soit  proportionnel  à  la  vitesse, 
^inielle  est  comme  la  racine  carrée  de  la  hauteur  d'où  le  corps 
^^  parti;  et  cette  proportion  réduite  en  équation  diff'éren- 
*îs^^  donne  la  cicloïde.  On  a  trouvé  de  la  même  manière 
i^en^le  solide  rond  de  la  moindre  résistance  ,  est  formé  par  une 
î^é^e  qui  a  la  propriété  énoncée  par  Newton^  dané  le  scholie 
^  de  ^proposition  XXXV  de  la  seconde  partie  de  se»  Principes. 
c^cequappliqué  ensuite  la  même  méthode  à  des  problêmes  plus 
^  danHqués,  tel  que  celui  des  isoperimètres,  où  il  s'agissait  de 
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trouver  entre  toutes  les  courbes  possibles  qui  ont  le  mfime  pt* 
rimètre  ou  la  même  longueur ,  celles  qui,  entre  des  limitei 
données,  renfermaient  les  plus  grands  ou  les  plus  petits  espaces, 
où ,  en  faisant  une  révolution  autour  de  leura  axes ,  prodni- 
saieut  les  plus  grandes  ou  les  plus  petites  superficies ,  oa  les 
plus  grands  et  les  plus  petits  solides,  ou  enfin  une  com'be  telle 
qu*en  construisant  sur  son  axe  une  seconde  courbe  dont  les  of 
données  soient  des  fonctions  quelconques  des  ordonnées  et  des 
arcs  de  celle-là,  Taire  de  la  seconde  courbe  forme  un  maji- 
mum  ou  un  minimum;  et  les  difflf'ultés  de  ce»  problèmes,  jointei . 
à  la  célébrité  que  les  recherches  des  deux  frères  Bemoulli,  d« 
Tailor  et  d!Euier  lui  acquirent ,  ont  fait  donner  en  général 
le  nom  à^isoperimttres  à  tous  les  problèmes  dans  lesquels  il 
•*agit  de  trouver  des  courbes  qui  jouissent  de  quelque  propriété 
de  maximum  ou  minimum,  avec  ou  sans  la  condition  dç  Yégi 
lité  des  longueurs  de  la  courbe. 

Lorsqu'on  veut  avoir  égard  à  cette  condition ,  il  ne  s^ 
pas  de  faire  varier  une  seule  ordonnée ,  comme  dans  les/ 
blêmes  où  on  demande  un  maximufn  ou  un  minimum  àt 
il  faut  alors  faire  varier  à-la-fois  deux  indéterminées  ta* 
Vexpressiôn  qui  doit  être  un  maximum  ou  minimum,  f 
xs%\le  qui  doit  demeurer  constante,  et  égaler  séparémf 
les  résultats  de  ces  variations ,  ou  les  différentielles  df 
expressions ,  comme  dans  les  problèmes  ordinaires  d  ^ 

et  minimis ,  lorsqu'il  y  a  quelque  condition  particu  » 

plir  entre  les  variables.  ^ 

Jean  BernouUi,  dans  un  Mémoire  destiné  à  réf  "^^ 

blêmes  sur  les  isoperimètres  proposés  par  son  ^  ^'jf 

et  qui  se  trouve  dans  le  Recueil  de.  VAcadén  o^  n«> 


r 


^ 


de  1706,  avait  cru  pouvoir  satisfaire  à-la-fc  ^^^ 

du  maximum  ou  minimum,  et  à  celle  de  Tif  ^      «^ent 


4 


ne  considérant  que  deux  élémens  ou  côtes  f  q^     utrci 

faisant  varier  à-la-fois  Vabscisse  et  Tordon*  roj». A  reO" 

Tangle  de  ces  deux  lignes  droites,  de  man' 
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leurât  constante.  En  effets  si  la  question  roulait  sur  des 
ntités  finies ,  elle  pourrait  se  résoudre  de  cette  manière  ; 
s  il  arrive  ici,  par  la  nature  des  infiniment  petits ,  quo 
nation  finale  devient  purement  identique,  et  ne  fait  par- 
séquent  rien  connaître.  Jean  Bernoulli  parvint  à  im  autre 
dtat,  et  crut  avoir  ainsi  résolu  les  problêmes;  mais  son  ana- 
)  est  erronée  ^  et  pèche  contre  les  principes  du  calcul  jinfi^ 
isimal. 

^acques  Bernoulli  est  le  premier  qui  ait  reconnu  dans  cea 
'es  de  questions  la  nécessité  de  considérer  trois  côtés  consé- 
ifs  de  la  courbe ,  et  de  faire  varier  à-la-fois  les  deux  or- 
mées  consécutives  qui  répondent  aux  angles  formés  par  ces 
es.  C'est  sur  ce  principe  qu'il  a  fondé  son  analyse  du  pro- 
me  des  isoperimètres ,  intitulée  Analysis  mas;m  problematis 
perimetriciy  et  piAliée  à  Bâîe  en  1701  ,  et  dans  les  Actes  de 
ipsic  de  la  même  année  ;  et  le  même  principe  a  servi  de  base 
mite  aux  solutions  données  par  Tailor,  dans  son  Methodus 
rementonim  ;  ^ar  Jean  Bernoulli,  dans  les  Mémoires  de 
cadémie  des  Scienees  de  1718  ;  et  par  Euler,  dans  les  tomes 
et  YIII  des  Anciens  Commentaires  de  Pétersbourg. 

1 

^ar  la  considération  d'une  partie  infiniment  petite  de  la 
fbe  regardée  comme  composée  de  deux  ou  de  trois  lignes 
ites ,  les  problèmes  se  réduisent  à  l'analyse  ordinaire  ;  et  la 
.culte  ne  consiste  plus  qu'à  traduire  les  solutions  en  équa- 
L8  différentielles ,  par  les  substitutions  des  valeurs  des  or- 
nées et  des  abscisses  successives  exprimées  en  différences  , 
ayant  soin  de  ne  conserver  que  les  termes  du  même  ordre , 
^ai^t  laloi  de  l'homogénéité  des  quantités  infiniment  petites. 
b  les  résultats  obtenus  de  cette  manière  se  présentent  ra- 
ient sous  une  forme  générale  et  applicable  à  tous  les  pro- 
me%  du  même  genre.  De  plus,  il  y  a  des  cas  où  il  ne  suffit 
de  considérer  une  portion  infiniment  petite  de  la  courbe  , 
ceque  la  propriété  du  maximum  ou  minimum  peut  avoir 
I  dans  la  courbe  entière ,  sans  avoir  lieu  dans  chacune  de 
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tee  portions  inGniment  petites  ;  ce  sont  œnx  où  la  f( 
différentielle  dont  Tintégrale  doit  être  un  maximum 
minimum ,  contient  elle-même  une  autre  fonction  int 
à  moins  que ,  par  les  conditions  du  problême ,  cette  in 
doive  avoir  une  valeur  constante  ;  pi^r  exemple ,  Ion 
fonction  dont  Tintégrale  doit  être  un  maximum  ou  ao 
mtun^  dépend  non-seulement  des  abscisses  et  des  ordoo 
de  leurs  diiférences,  mais  encore  de  Tare  même  de  lac 
lequel  n*est  donné ,  comme  Ton  sait ,  que  par  une  ex{ 
intégrale  ;  dans  ce  cas^  les  solutions  qu'on  trouverait 
simple  considération  d'une  portion  infiniment  petite  delà  ( 
aéraient  inexactes,  i  moins  que  la  longueur  de  la  courbe 
supposée  constante ,  comme  dans  les  problênies  des  i 
mètres. 

A  plus  forte  raison,  il  ne  sera  pas  permis  de  n  avoir 
dans  le  calcul ,  à  une  petite  portion  de  la  courbe ,  lor 
fonction  différentielle  dépendra  d'une  quantité  donnée 
plement  par  une  équation  différentielle  non  intégrable 
néral  ;  c'est  pourquoi  on  doit  regarder  comme  fausse  1 
tion  qViEuler  lui-même  a  donnée  du  problême  de  la  b 
tochrone  dans  un  milieu  résistant  comme  une  fonctio: 
vitesse ,  dans  le  tome  YII  des  Ancîeiis  Commentaires 
tersbourg ,  et  dans  le  second  volume  de  sa  Mécanique 
peut  s'en  convaincre  en  la  comparant  à  celle  qu*on  trou 
•on  ouvrage  de  1744  >  intitulé  Methodus  inveniendi 
éurvas  maximi  minimique proprietate  gaudentes  (Art. . 

C'est  proprement  dans  ce  dernier  ouvrage  qn  Euler 
une  solution  générale  et  complète  du  problême  de^ 
mètres.  Pour  trouver  les  conditions  du  maximum  ou  mi 
il  se  contente  de  faire  varier  une  seule  ordonnée  dç  la 
et  il  en  déduit  la  valeur  différentielle  de  la  formule  y, 
être  un  maximum  ou  un  minimum ,  en  substituant  à 
des  différentielles  de  l'ordonnée  les  différences  succesi 
ordonnées  consécutives^  et  à  la  place  des  expressions  ix 
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Boxnmesdes  élémens  répondans  à  toute  retendue  de  la  courbe, 
a  calcul  devient  ainsi  très-long ,  surtout  par  les  suites  infi- 
s  qui  8*y  mêlent^  lorsque  la  fonction  proposée  contient  dif- 
entes  intégrales  ^  et  dont  il  faut  déterminer  la  somme  pour 
rvenir  à  des  résultats  nets  et  précis  ;  et  on  ne  peut  trop  ad- 
rer  l'adresse  atec  laquelle  l'auteur  surmonte  ces  difficultés , 
obtient,  en  dernière  analyse,  des  formules  simples,  générales 
élégantes.  Son  ouvrage  est  d'ailleurs  très-précieux  par  1» 
■nbre  et  la  beauté  des  exemples  qu'il  contient,  et  il  n'y  en  a 
mt-être  aucun  qui  puisse  être  plus  utile  à  ceux  qui  désirent 
3ercer  sur  le  calcul  intégral. 

Jusqu*alors  on  avait  traité  séparément ,  et  par  des  procédés 
Bérens,  les  problêmes  où  il  suffit  de  varier  une  ordonnée,  et 
rux  quidemandent  la  variation  de  deux  ou  de  plusieurs  or- 
Kinées  consécutives. 

Euler  a  remarqué  le  premier  que  toiïs  les  problêmes  de  ce 
Bore  pouvaient  être  rappelés  à  une  même  analyse ,  parceque 
uniformité  qui  doit  régner  dans  les  opérations  relatives  aux 
Mférens  points  d'une  même  courbe  fait  que ,  dès  qu'on  a 
!^mvé  le  résultat  de  la  variation  d'une  ordonnée ,  la  même  ex- 
>%S8ion  ïapportée  à  l'ordonnée  qui  suit  immédiatement, 
oanera  aussi  le  résultat  de  la  variation  de  cette  ordonnée ,  et 
ûisi  des  autres. 

Cette  remarque  a  conduit  Euler  à  un  beau  théorème ,  et  d« 

plus  grande  utilité  dans  cette  matière;  c'est  que,  pour  trou- 
^T  ime  courbe  qui  ne  jouisse  d'une  propriété  de  maximum  ou 
^himum  que  parmi  toutes  les  courbes  qui  ont  une  ou  plusieurs 
'opriétés  connues,  il  suffit  d'ajouter  à  l'expression  de  la  prc-- 
iété  qui  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum ,  celles  des 
^tres  propriétés  connues ,  multipliées  chacune  par  un  coeffi- 
ent  constant  et  arbitraire,  et  chercher  ensuite  la  courbe  dans 
^elle  cette  expression  composée  sera  un  maximum  ou  un 
inimum  entre  toutes  les  courbes  possibles. 

£n  eiFet,  si  on  désigne,  comme  Euler ^  par  txv,  ou  simple- 
ment par  y  l'incrément  infiniment  petit  de  l'ordonnée  y ,  et 
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par   P.  F   la   valeur  dilTérentielle   de   la   fonnule  intfpèi 
indéSnie  fZdx^   qui  doit   être  uu  maximum  ou  un  vM 

nimum ,  on  aura  P .  &)  pour   la   valeur  différentielle  de  Ul 
même  formule,  provenante  de  l'incrément  w  de  rordoméd 

suivante^ y  en  supposant  que  P  soit  ce  que  P  devient  loiam 

y  devient  j^ ,  et  que  toutes  les  autres  variables  sont  rapportée! 

à  Fordonnée  y. 

Et  l'on  aurait  de  même  P.  t  pour  la  valeur  différentidk; 
de  la  même  formule ,  provenante  de  Tincreiuent  t  de  l'or- 

donnée  suivante  y  ^   où  P  est  ce  que  devient  P  lorsque  j 

devient  y  ;  et  ainsi  de  suite. 

Or  en  regardant,  suivant  les  principes  du  calcul  différen- 
tiel, les  ordonnées j^,j^,  y,  etc.  comme  infiniment  proches, 
on  a 

y  =  y  +  dy,  y—y  +  !^dy  +  dy,  etc.; 
parconséquent  on  aura  aussi 

P  =  P  +  dP,  />  =  P  +  adP  +  £fP,  etc. 

Ainsi,  en  faisant  varier  à-la-fois  les  deux  ordonnées  voisine 
^  et  j',  la  valeur  différentielle  de  fZ  dx  sera 

p.r  ^.(P  +  rfP).  c»; 

et  en  faisant  varier  les  trois  ordonnées  voisines  y,  y  ^  y,  sa  ? 
leur  différentielle  sera 

tt  ainsi  de  suite. 
fl  en  sera  de  même  de  toutes  les  autres  formules  semblaUfi 


Doiie^  pour  les  courbes  où  la  formuleyZcîa?  doit  être  un 
hiaximuTn  ou  un  minimum  absolu  ,  on  aura^  en  ne  faisant  ta- 
rier 'qu'une  ordonnée,  T équation  P%i^  =  o,  laquelle  donn^ 

Pour  les  courbes  où  fZ  dx  nt  doit  être  qu'un  maximum 
t)U  m^inimum  relatif  parmi  toutes  les  courbes  qui  ont  une  pro-» 
priété  commune  exprimée  par  la  formule  y  Kéir,  sionrcpré^ 
sente  par  Qy  la.  valeur  différentielle  de  fVdx  due  à  Tincre- 
ment  y  de  y  ;  on  aura ,  en  faisant  varier  deux  ordonnées ,  et 
égalant  à  zéro  les  valeurs  différentielles  des  {otxoxàtèfZdx  «t 
fYdx^  les  équations 

Q,v  +  {Q'{'dQ)tù  =  o^ 
lesquelles  donnent  celle-ci  : 

dP     do     ^ 

P  Ç)  ' 

dont  Tintégrale  est 

û  étant  Une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  est ,  comme  Ton  toit ,  la  même  que  Cèl!« 
qu'on  trouverait  pour  le  maximum  ou  minimum  absolu  de  1^ 
formule/'Z dx-^  af  Y dx,  en  ne  faisant  varier  qu'une  seul^ 
ordonnée» 

Si  la  même  formule  y  Z  dx  ne  devait  être  un  maximum  t)U 
voi  minimum  que  dans  une  des  courbes  dans  lesquelleé  deux 
autres  formules yFcî a:  etfXdx  conservent  les  mêmes  valeurs^ 
on  aurait  alors  le  cas  où  il  faut  faire  varier  trois  ordonnées  suc- 
cessives ,  et  où  il  faudra  égaler  séparément  à  zéro  les  valeuri 
différentielles  des  trois  formules  dont  il  s'agit* 

Ainsi  ,  en  dénotant  par  /I.f  la  valeur  différentielle  da 
fXdx  provenante  de  l'incrément  (^  i  ou  aurait  cet  troiA 
égaations 
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fl.r  +  (fl  +  iifl)(»+(R-f-arf/l  +  iffl)»=:o; 
sayoir, 

P  (r  +  ûi+flr)4-JP((i»4-a^)  +<^P.  ^  =  o. 

Eliminant  deux  des  quantités  f  ,  o» ,  9- ,  la  troisième  s*évanomt 
d'elle-même ,  et  on  obtient  une  équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  entre  les  trois  variables  P,  Q,  R,  dont  parconsé- 
quent  Tintégrale  complète  renfermera  trois  constantes  arbn 
traires.  Mais ,  sans  chercher  cette  équation  différentielle^  il  eit 
facile  de  s'assurer  que  Téquation 

satisfait  aux  trois  équations  ci-dessus ,  quelles  que  soient  les  tu- 
leurs  des  coeiGciens  a,  b,  pourvu  qu'ils  soient  constans;  car 
en  multipliant  la  seconde  équation  par  a,  la  troisième  pari, 
et  les  ajoutant  à  la  première ,  on  aura  une  équation  identique, 
en  vertu  de  l'équation  supposée;  et  comme  cette  équation 
contient  deux  constantes  arbitraires  aet  by  il  s'ensuit  qu'eQo 
sera  nécessairement  l'intégrale  complète  de  l'équation  du  se* 
cond  ordre  dont  il  s'agit  ;  et  l'on  voit  en  même  temps  qu'elle 
n'est  autre  chose  que  celle  qui  donne  le  maximum  ou  minimum 
absolu  de  la  formule 

fZdx  +  afVdx  +  bfXdxi 

Au  reste ,  je  dois  observer  que ,  dans  les  premières  soIutioQS 
qui  ont  été  données  du  problême  des  isoperimètres  par  1er 
Bemoulli ,  Tcdlor  et  Euler  lui-même ,  la  valeur  différentiello 
de  la  formule  yzdlr  qui  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum 
parmi  toutes  les  courbes  isoperimètres  »  n'est  pas  de  la  forme 

Par 
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^T  Pv  +  Poi, 

orsque  la  fonction  Z  contient  l'arc  s  de  la  courbe. 

Par  exemple,  dans  la  solution  de  Tailor ,  qui  eat  une  deJ 
plus  simples,  ai  on  y  substitue  les  dénominations  précédentes, 
qu'on  suppose 

dZ=tds-\-MdT-y.Ndy, 

«t  qu'on  fasse,  pour  abréger, -*■  =^9, 

on  a  cette  valeur  différentiella 

{N  -i-Lq-)  dx  .V  +  ik+'Lq)dx  .», 
provenante  des  variations  v  et  «  des  ordonnées  _J'  et  _y  dans  le» 

trois  élémens  Zdx-\-Zdx-\-Zdx,  qui  sont  les  'seuls 
que  Tailor  considère. 

Mais  j'observe  que  cette  valeur  n'est  pas  la  valeur  différen- 
tielle complète  de  la  formule  intijgrale  fZdx;  car,  par  tes 
formules  de  l'ouvrage  cité  d'Euler,  la  seule  variation  i*  de  l'or- 
donnéejy ,  dans  la  formule  fZdx ,  donne  la  valeur  difFérentieile 

{Ndx~d.  iH—fLdx)q)y, 

où  H  est  la  valeur  de  fZ,  d  x ,  correspondante  à  une  abscisse 
donnée  a,  pour  laquelle  fZdx  doit  être  un  maximum  ou  un 
minimam.  Desorte  que  ,  pour  les  deux  variations  simultanées 
V  et  o  ,  la  naie  valeur  différentielle  sera 

(rfdx-d.iH  —  rLdx)q)f 

+  {kdx—d.  iB—fldx)'q-)>i. 

On  voit  d'abord  par  laque  la  valeur  différentielle  de  Tailor 
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donnerait  une  solution  fausse ,  si  on  voulait  l'employer  à 
Ter  la  courbe  dans  laquelle  /Z  d  x  serait  un  maxinuan  ou  n 
minimum  entre  toutes  les  courbes  possibles ,  dans  lecpiel  cas  l 
suffit  d'avoir  égard  à  la  variation  d'une  seule  ordonnée  ;  car 
en  égalant  à  zéro  cette  valeur  différentielle ,  et  supposant  « 
nul,  on  aurait  Téquation 

N+Lq  =  o\ 
tandis  que  la  scdution  d!EuJer  donnerait 

Ndx—d.  (£r— /LcZr)7  =  o, 

qui  est  la  véritable  équation  du  problème. 

Mais  dans  le  cas  des  isoperimètres ,  il  arrive  que  tes  deux 
solutions  s'accordent;  car  alors  la  propriété  commune  dei 
courbes  est  l'arc  s,  c'est-à-dire  la  formule /)/(J oc* -f'^y)) 

ou  fi/  (  1  +  p*)  dx ,  en  faisant  p  =  ^;  ainsi  on  a  de  plot 

k  formule  fVdx  où  Ksa  j/  (i-|.p*),  dont  la  valeur 
différentielle  doit  être  nulle,  en  même  temps  que  celle  de 
fZdx. 

Or  par  la  construction  et  l'analyse  de  Tailor,  on  a  pour 
cette  formule  la  valeur  différentielle 

'^dq.V'-~dq,»\ 

et  par  les  formules   de  l'ouvrage  d*Euler,  on  a  de  même 

—  dq.v  pour  la  valeur  différentielle  due  à  la  seule  variation r; 

desorte  que ,  pour  les  deux  variations  i'  et  c^  ^  on  a  aussi 

I 
—  dq.f  —  dq,€0. 

Ainsi ,  suivant  Tailor,  on  doit  avoir ,  dans  ce  cas  »  les  deax 
équations 
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.cjuelles  donnent,   par  réUmioatioii  de  »  et  »,  celle-ci  : 
{N-i-Lg)4  =  (,k  +  iq)dq: 
i-voir,   en  substituant  Pf  +  dN  pour  N ,  L+  dL  pour/-, 

<7  -j-  d^q  pour  dq  et  (/  +  acîg  -f-  d'q  pour  ç ,  et  effaçant  ca 
se  détruit, 

JSldq  -\-  Lqdq  —  dTidq  —  dLqdq  ^  nLdq 
—  adLdq  —  Ldqdq  — dLdqdq  =  o. 
Sais  les  trois  derniers  termes  sont  du  troisième  ordre ,  tandîa 
»ie  les  premiera  ne  sont  que  du  second;  ainsi,  en  rejetant  les 
rois  derniers  comme  infiniment  petits  vis-à-vis  des  autres , 
a  simplement  l'équation  du  second  ordre 

Ndq  +  Lqdq  —  dNdq  —  dCqdq  —  aLdq  :=  o , 
'Omme  Tailor  le  trouve. 

Suivant  Euler,  les  deux  équations  seraient 
(_Ndx  —  d.{H—fLdx)q)y 
+  {Ndx  —  d.  (^H—fLdx)q)ti=o; 

dq  .]i-\-dq.u^o. 
Nais 

d.(^H—fLdx)q  =  —  Lqdx  +  {H—fLdj:)dq, 
st 

d.  in—fLdx)q  —  —  Lqdx+(_H-~fLdx)  dq  ^—  L^dx 

-\- iH ~  fLdx)  d^  ~Ld:cdq . 
ï  cause  de 

fLdx  —  fLdx-^ldx. 

I^nc  ,   en  observant  que  q-\-da-=:q,  la  première  équation 
•«Vient, 
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kqnelle ,  en  vertu  de  U  seconde  ,  se  réduit  à  celle-d  : 

qui  est  la  même  que  celle  de  Tailor,  Ainsi,  comme  les  d 
autres  équations  s'accordent  aussi ,  le  résultat  doit  être 
cessairement  le  même. 

En  effet,  suivant  le  théorème  d*Euler,  en  ne  considè 
que  la  seule  variation  r  ^  on  a  tout  de  suite  Téquation 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  est  l'intégrale  premiire  de  celle  de  Ta 
car  si  on  la  réduit  à  la  forme 

iVax  —  (H-f  a  — /Ziir  )  d^  +  Zi^ilr  =  G , 

qu'on  la  différentie  après  l'avoir  divisée  par  dq^et  qu'on 
ensuite  disparaître  les  dénominateurs,  on  trouvera  Féqu 
de  Tailor. 

On  pourrait  faire  des  remarques  semblables  sur  les  soli 
des  BemoulK ,  et  sur  celles  ^Euler ,  dans  les  tomes  YI  et 
des  Anciens  Commentaires  de  Petersbourg.  Mais  dans 
actuel  de  l'analyse ,  on  peut  regarder  ces  discussions  C( 
inutiles ,  parcequ'elles  regardent  des  méthodes  oubliées ,  o 
ayant  fait  place  à  d'autres  pins  simples  et  plus  générales 
pendant  elles  peuvent  avoir  encore  quelqu'intérêt  pour 
qui  aiment  à  suivre  pas  à  pas  les  progrès  de  l'analyse ,  et  i 
comment  les  méthodes  simples  et  générales  naissent  des  ( 
fions  particulières  et  des  procédés  indirects  et  compliqués 

^^'ouvrage  dEuler,  que  nous  avons  cité^  n  aurait  rien 
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désirer  sur  les  problèmes  relatifs  aux  courbe»  qui  jouissent  de 
uelque  propriété  de  maxinum  ou  miitimum ,  s'il  ayait  pour  ' 
■se  une  analvse  plus  conforme  à  l'esprit  du  calcul  ditTéreu- 
rf.  Mais  la  décomposition  que  l'auteur  y  fait  des  différen- 
elles  et  àes  intégrales  dans  leurs  ëlémens  primitifs ,  détruit  le 
mécanisme  de  ce  calcul ,  et  lui  fait  perdre  ses  principaux  avan- 
■ges,  la  simplicité  et  la  généralité  de  son  algorithme. 

H  restait  donc  à  trouver  la  manière  de  plier  le  calcul  dif- 
^rentiel  à  ce  genre  de  problèmes  qui  sont  essentiellement  de 
>ïi  ressort ,  et  de  les  résoudre  sans  s'écarter  de  la  marche 
*»ple  et  uniforme  de  ce  calcul.  Cet  objet  a  été  rempli  par 
l  méthode  des  variations,  pubhée  dans  le  second  tome  des 
Mémoires  de  l'Académie  de  Turin.  Comme  cette  méthode 
st  exposée  dan»  la  plupart  des  Traités  de  calcul  différentiel 
>ii  ont  paru  depuis ,  nous  nous  contenterons  d'en  donner  ici 
es  prioeipes. 

Elle  consiste  à  faire  varier  les  y  dans  la  formule  intégrale 
u  a:  et  _y ,  qui  doit  être  un  maxim.um  ou  un  minimum ,  par 
les  différentiations  ordinaires ,  mais  relatives  à  une  autre  ca- 
'actéristique  J  différente  de  la  caractéristique  ordinaire  d,  et 
L  déterminer  la  valeur  dilTérentielle  delà  formule  par  rapporta 
rette  nouvelle  caractéristique  ,  en  transposant  le  signe ^aprèslei 
iignea  d  et  /lorsqu'il  se  trouve  placé  avant,  et  en  faisant 
snsuite  disparaître  par  des  icitégratîona  par  parties  les  diffé- 
rentielles de  J'y  soua  les  lignes  /. 

Soit  la  formule  fZ  qui  doive  être  un  maximum  ou  mi- 
nimum entre  des  limites  données,  la  quantité  Z  étant  une 
fonction  donnée  de  a: ,  y ,  dy ,  d'y,  etc.  En  supposant  àx 
constant ,  on  aura  J'./Z  pour  la  valeur  différentielle  qui  doit 
être  nulle  dans  le  maximum  ou  minimum  ;  donc 

J./Z  =  o  , 
équation  qui  se  transforme  tout  de  suite  en 
fîZ  =  (x. 
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Supposons  qu'en  différentiant  à  ]a  manière  ordinaire ,  mk\ 
suivant  la  caractéristique  /,  et  ne  £ësant  yarier  que  les  )y 
dy ,  etc.  on  ait 

tZ  =  Nfy  +  Pfdy  +  Qidy  +  etc.  ; 
on  aura  Téquation 

/rfSy  +  fPMy  +  /Ç  J^  +  etc.  =  o. 

Or  fPidy  se  transforme  d'abord  en  fPàiy ,  et  ensuite  «i  inté- 
grant par  parties,  en  P^y — fàPiy, 

De  même  fQ^d^  se  transforme  d'abord  en  fQ^iy,  ensuite 
en  QdJ'y  —  dQSy  +Jd^Qly  ^  et  ainsi  des  autres. 

Donc  en  ajoutant  une  constante  quelconque  K  à  ces  intégra- 
tions, Téquation  deviendra 

P/y -H  Ç<Uy  —  rfQiÇy  +  etc.  + /C 
^ /(TV—  dP  +  d^Q  —  etc.  )  «Ty  =  o. 

Comme  toutes  les  différentielles  de  ty  ont  disparu  de  dessous 
le  signe  f,  cette  partie  n'est  plus  susceptible  d*aiicune  réduc- 
tion. Ainsi,  pour  vérifier  l'équation  indépendamment  des  va- 
riations fy ,  il  faudra  d'abord  égaler  à  zéro  le  coefficient  des 
ty  «ous  le  signe,  ce  qui  donnera  l'équation 

iV— €iP  +  rf»Ç  — etc.  =io, 

laquelle  devra  avoir  lieu  indéfiniment  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  et  ^  comprises  entre  les  limites  données. 

Cette  équation  est  en  d'autres  termes  celle  qaEuler  a  trouvée 
le  premier  pour  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  formule 

intégrale  fZdx.  Euler  fait  -j^  =p,  ^=zq ,  etc.  ,  etilsup* 
pose    Z   fonction   de   x,y,   p,  q^   etc,    telle    qu'on   ait 


"J"; 
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la  differentîatioif 

dZ=Mdx+Ndy  +  Pdp  +  Qdq  +  etc. 

"^^^  '  £dt  ensuite  varier  Tordonnée  y  de  la  ligne  infiniment  pe-- 
^^^■ke  117  ;  et  en  regardant  la  formule  fZdx  comme  Taire  d*une 
^^^Oiivelle  courbe  dont  Z  serait  l'ordonnée  ,  il  trouve  pour  la 
nr  différentielle  de  cette  aire ,  la  formule 

'^où  il  tire  Téquation: 

^pd  coïncide  avec  la  précédente. 
•  Pfotre  méthode  donne  de  plus  Téquation  déterminée 

(  p  _  fiQ  +  etc.  )  Jy  +  QdJy  +  etc.  +  /iC  =  o , 

laquelle  doit  avoir  lieu  dans  les  deux  limites  entre  lesquelles 
la  formule  fZdx  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum. 

Désignons  par  jo>  -P©*  Ço*  etc.  les  valeurs  de^ ,  PfQ>  etc. 
à  la  première  limite  où  x  est  par  exemple  égale  à  a  ,  et  par 
yM9  Pi»  Qi>  etc.  leurs  valeurs  à.  l'autre  limite  où  x  serait 
égal  à  £  ;  on  aura  ainsi  les  deux  équations 

(Po  — dÇo+etc.)  cryo+  Qo^J^o+etc.  +  K  =  o, 
(Pi  —  dQt  +  etc.  )  cTyi  +  Qidfyi  +  etc.  +  /iC  =  o , 

La  première  donnera  la  valeur  de  la  constante  K ,  laquelle 
étant  substituée  dans  la  seconde^  donne 

(Pi  —  dQr  +  etc.  )  Sy,  +  Qidfy,  +  etc. 
—  (Po  —  dQo  —  etc.  )  Jy.  —  ÇodJyo  —  etc.  =  o, 

équation  qui  reste  encore  à  vérifier  pour  la  solution  com-* 
plète  du  problème. 
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dy      dv 
Si  les  yaleoiB  de  j^o  et  jr. ,  ainsi  que  celles  de  -^^»  -4^t  ete; 

sont  censées  données ,  lenrs  variations  seront  nulles ,  et  tons 
les  termes  de  Téquation  précédente  s'en  iront  d'eux-mêmes  ; 
c'est  le  cas  de  l'analyse  à!Euler, 

Si  toutes  ces  valeurs  ou  seulement  quelques-unes  sont  in- 
déterminées ,  ou  s'il  y  a  entr'elles  des  relations  données  par 
la  nature  du  problême ,  alors  après  avoir  effacé  les  variations 
qui  doivent  être  nulles ,  et  réduit  les  autres  au  plus  petit 
nombre  possible ,  il  faudra  faire  disparaître  les  variations  res- 
tantes en  égalant  leurs  coefficiens  à  zéro  ;  ce  qui  donnera  aui 
tant  d'équations  auxquelles  on  satisfera  par  le  moyen  des 
constantes  arbitraires  que  les  différentes  intégrations  intro- 
duiront dans  l'équation  di\  problême.  Voyez  lâ^essus  le  se^ 
cond  et  le  quatrième  volumes  des  Mémoires  de  Turiny  et  les  difi 
férens  ouvrages  de  Calcul  intégral  où  cette  théoriç  est  ezpos^. 
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Continuation  de  la  Leçon  précédente. 

Méthode  des  ^variations ,  déduite  de  la  consi^ 

dération  des  fonctions* 

JL-Jâ  méthode  des  variations ,  fondée  sur  l'emploi  et  la  com- 
binaison des  caractéristiques  d  et  «T  qui  répondent  à  des  diffé- 
reatiations  diflFérentes ,  ne  laissait  rien  à  désirer  ;  mais  cette 
ngiithode  ayant  comme  le  calcul  différentiel ,  la  supposition 
des  infiniment  petits  pour  base ,  il  était  nécessaire  de  la  pré- 
senter sous  un  autre  point  de  vue  pour  la  lier  au  Calcul  des 
fonctions  :  c'est  ce  que  j*ai  déjà  fait  dans  la  Théorie  des 
fonctions;  mais  je  vais  reprendre  ici  cet  objet,  pour  le  traiter 
<l*pne  manière  plus  directe  et  plus  complète. 

,  Lorsqu'une  fonction  donnée  de  plusieurs  variables  et  de 
leurs  dérivées  ne  satisfait  pas  aux  conditions  que  nous  avons 
trouvées  dans  la  leçon  précédente ,  elle  ne  peut  pas  avoir  une 
fonction  primitive  ;  à  moins  qu'il  n*y  ait  des  relations  établies 
entre  ces  variables,  de  manière  qu*il  n'y  reste  qu'une  seule 
variable  indéternxinée  ;  et  les  questions  de  maximis  et  de  mi-* 
nimis  dont  il  s'agit  ici ,  consistent  à  trouver  des  relations  telles 
qpie  la  fonction  primitive  qui  en  résultera ,  soit  un  maximum 
ou  un  minimum  entre  des  limites  données  ;  c'est-à-^lire  entre 
des  valeurs  données  de  la  variable  qui  demeurera  indéterminée. 

On  voit  d'abord  que  cette  question  dépend  nécessairement 
de  ce  que  la  fonction  primitive  ne  puisse  avoir  lieu  sans  une 
relation  entre  les  variables  ;  car  si  elle  pouvait  être  une  fonction 
déterminé^  des  différentes  v^iables  et  de  leurs  dérivées ,  elle 
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ne  serait  plus  susceptible  que  des  maxima  ou  minima  du  geme 
ordinaire ,  relativement  à  chacune  des  variables  et  de  lem 
dérivées  considérées  comme  des  variables  particulières. 

Considérons  donc  une  fonction  quelconque  dex,^,  ^,  ^,  etc. 
que  nous  désignerons  par  p^,  et  que  nous  supposerons  naroir 
point  de  fonction  primitive  dans  l'état  où  elle  est  ;  pour  qa'ette 
en  ait  une  ^  il  faudra  supposer  ^  =  ^x  ;  et  pour  que  la  fonc- 
tion primitive  qui  en  résulte ,  et  que  nous  dénoteroiis  par  (7, 
soit  un  maximum  ou  un  minimum  entre  des  limites  données 
qui  répondent  à  des  valeurs  données  de  x,  il  faudra  qa*ea 
faisant  varier  tant  soit  peu  la  fonction  f  x ,  la  valeur  de  h 
fonction  U ,  prise  entre  ces  limites ,  diminue  dans  le  cas  do 
maximum ,  et  augmente  dans  le  cas  du  minimum. 

Supposons  que  l'expression  de  y  soit,  en  général^  une  fonc- 
tion de  X  et  i y  que  nous  représenterons  par  ^Ç^oo ,  i^,  et  qui 
soit  telle  qu'elle  devienne  çx  lorsque  i  =  o. 

La  fonction  U  deviendra  aussi  une  fonction  de  x  et  i, 
et  pour  qu'elle  soit  un  maximum  ou  un  minimum ,  il  faudra 
qu'en  donnant  à  i  une  valeur  quelconque  très-petite  y  et  sup- 
posant d'ailleurs  la  composition  de  la  fonction  ^  (x,  /)  arbi- 
traire par  rapport  ai,  elle  ait  une  valeur  moindre  dans 
la  cas  du  maximum  ,  et  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum 
que  lorsque  î  =  o.  Si  on  développe  cette  fonction  suivant  les 
puissances  de  i ,  elle  deviendra 
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V  +  iU^'-U  +  —=U+ etc. 
a  a. 3 

en  indiquant  par  des  '  points  les  fonctions  dér^éds  par  rapport 
à  i,  dans  lesquelles  il  faut  faire,  après  la  dérivation  i  =  o, 
comme  on  Fa  vu  dans  la  leçon  neuvième. 

Ainsi  l'accroissement  deU,  à.  raison  de  la  quantité  i,  sera 
exprimée  par  les  termes 

iU+^U  +  ^U  +  etc. 
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et  il  fandra  pour  le  maximum  que  la  somme  de  ces  termes 
^Sll^^jj^e  valeur  négative ,  et  pour  le  minimum  que  sa  valeur 
soif  pôditiye,  i  étant  une  quantité  quelconque  très- petite  et 
indépendante  de  x. 

On  a  prouvé  dans  la  leçon  citée  qu'on  peut  toujours  donner 

a  i  une  valeur  assez  petite  pour  que  le  premier  terme  i  U  sur- 
passe la  somme  de  tous  les  suivais  ;  d*où  il  suit  qu'alors  l'ac- 
croissement de  U  aura  le  même  signe  que  le  terme  iU;  mais 
il  est  visible  que  ce  terme  change  de  signe  avec  la  quantité  i 
qui  n'y  est  qu'à  la  première  dimension  ;  donc  il  est  impossible 
que  Taccroissement  de  U  soit  constamment  positif  ou  négatif 
en  donnant  a  i  des  valeurs  quelconques  très-petites  ^  à  moins 

que  le  premier  terme  i  L^  du  développement  de  U  ne  dispa- 

raisse ,  ce  qui  donne  d'abord  la  condition  U  z=  o  ^  qui  est 
comme  Ton  voit ,  commune  aux  maxima  et  aux  minima. 


Cette  condition  étant  remplie,  Taccroissementde  Use  réduira 

à  —  (7+  -^  î/  -f"  6tc.  ;  et  par  un  raisonnement  semblable  à 

celui  que  nous  venons  de  faire ,  on  pourra  prouver  aussi  que 

le  premier  terme  •—  Û  devra  être  positif  ou  négatif  pour  que 

la  variation  soit  positive  ou  négative  ;  mais  ce  terme  étant  mul- 
tiplié par  le  quarré  de  i ,  il  est  clair  que  son  signe  sera  indé- 
pendant de  i ,  et  ne  dépendra  que  de  celui  de  la  quantité  U, 
laquelle  devra  donc  être  toujours  négative  dans  le  cas  du 
maximum  y  et  positive  dans  le  cas  du  minimum  ;  ce  qui  con- 
tient le  caractère  qui  distingue  les  maxima  des  minima. 

Telle  est  la  théorie  générale  des  maxima  et  minima  que 
nous  avons  cru  devoir  rappeler  ici  pour  ne  rien  laisser  à  dé- 
sirer. 

Dans  les  questions  ordinaires,  la  quantité  U.qui  doit  être 
un  maximum  ou  un  minimum  est  une  fonction  donnée  de  x 
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et  les  denrées  Û,  V,  etc.  sont  prises  par  rapport  i  x;  don 

réquation  l/=:o  devient  V'-^tlo,  et  donne  la  valeur  de  x;  cn- 
êuite  le  signe  de  V"  distingue  le  maximum  du  ndrùmam. 

Dans  les  questions  dont  il  s*agit  ici  ^  la  fonction  U  nett 
donnée  que  par  sa  fonction  dérivée  V\  la  fonction  çx  est  Tin- 
connue,  et  les  dérivées  U,  U ,  etc.  sont  censées  prises  pu 
rapport  à  la  quantité  i  qu'on  suppose  contenue  dans  la  fonc- 
tion ^  (x,  i).  Ainsi  la  difficulté  consiste  à  déduire  ces  dérivées 
de  la  fonction  donnée  /^. 

Or  y  étant  ^x,  lorsque  fx  devient  f  (x  »  i) ,  ^  deviendra 


i*  ..  .    P 


y  +  V+^J'+j^J'  +  etc.; 

en  dénotant ,  commme  plus  haut ,  par  des  points  les  fonctioni 
dérivées  par  rapport  ki ,  dans  lesquelles  on  fait  ensuite  i:=o, 
desorte  que  ces  fonctions  deviennent  der  simples  fonctions 
de  X,  qui  peuvent  même  avoir  une  valeur  quelconque ,  par- 
ceque  la  composition  de  la  fonction  ^  (  x  »  i  )  est  supposée 
arbitraire  par  rapport  à  i. 

Ainsi  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  i  X|il 
est  clair  que  jr'  deviendra  pareillement 

et  y"  deviendra  de  même 

y+«y'  +  j?  +  etc., 

et  ainsi  de  suite. 

Faisant  ces  substitutions  à  la  place  des  quantités  j^,^', y,  etc. 
dans  la  fonction  donnée  F',  et  développant  ensuite  les  puis- 
sances de  i^  cette  fonction  deviendra 

-4  «•  -  v/ 
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et  par  la  théorie  des  fonctions  dérivées^  exposée  dans  les  pre^ 

mîères  leçons ,  il  est  facile  de  conclure  que  la  quantité  /^  qui 
étant  multipliée  par  i  forme  le  premier  terme  du  développe- 
ment^ sera  la  fonction  dérivée  de  F'en  y  supposant  x  constant,  et 
y  *  y  y  y^*  ®*^-  ^^^  variables  indépendantes  dont  les  fonctions 

dérivées  soient  respectivement  y  ^y^y"  ^  etc.  De  même  K, 
flera  sa  fonction  dérivée  du  second  ordre ,  prise  relativement 

aux  mêmes  variables ,  et  en  supposant  que  j^ ,  3^>  J'^>  ®^^'  soient 
les  fonctions  secondes  de  y ,  y'^  y"\  etc.  ,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  appellerons  en  général  variations  du  premier  ordre  ; 
du  second ,  etc.  ces  dérivées  marquées  par  des  points  et  relativet 
i  la  quantité  i,  dans  lesquelles  cette  quantité  est  supposée 

nulle.  Ainsi  jr  sera  la  variation  du  premier  ordre  de^,j^^  sera 

la  dérivée  ordinaire  de  cette  variation,  y  sera  la  variation  du 

second  ordre  de  j^ ,  et  ainsi  de  suite.  De  même ,  P",  p'^  etc.' 
seront  les  variations  du  premier    ordre ,    du  second ,    etc. 

de  y\  et  V y  V  y  etc.  seront  ausssi  les  variations  du  pre- 
mier, du  second  ordre,  etc.  de  (/.  Et  pour  former  ce»  va- 
riations, on  suivra  les  mêmes  règles  que  pour  les  fonctions 
dérivées  ordinaires. 

Ainsi  en  faisant 
on  aura,  suivant  la  notation  employée  dans  ces  leçons/ 

v^i/f  (>)  +i'/  (y  )  +iT  (/  )  +  etc. 

Il  est  visible  que  cette  fonction  V  est  la  même  chose  que 

t 
celle  que  nous  avons  désignée  par  /^au  commencement  de  la 

1  eçon  précédente ,  eu  changeant  seulement  y  en  a  ^  parceque 
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nous  avons  supposé  alors  que  raccroissement  de^  itaît  repii* 
sente  simplement  par  icf. 

Maintenant  puisque  U  est  supposé  la  fonction  primitiTt 
de  ^ en  y  faisant  j^  =  fx,  quelle  que  soit  la  fonction  fx, 
elle  le  sera  aussi  en  faisant  jr  =  $(x,£).  Dans  ce  cas  ^  nous 

ayons  vu  que  U  devient  U^iU  -{ t/  +  etc.  ,  et  ^  de- 

vient  ^+  iF''\ r+  etc.  ;   desorte  que  comme  i  peut  être 

une  quantTté  quelconque  ,  il  faudra   que   les  variations  Ù, 

U ,  etc.  soient  respectivement  aussi  les  fonctions  primitiTes 

•     •  • 
ies  variations  F',  V^  etc.  ;  ainsi  on  aura 

La*  condition  du  maximum  ou  minimum  consiste  donc  en 
ce  que  la  fonction  primitive  de  ^soit  nulle,  quelle  que  floit 
la  valeur  de  y.  Or  si ,  pour  plus  de  simplicité ,  on  représente 
la  valeur  de  F"  par  la  formule 

Ny  +  P^  +  Qy^  +  Ry'  +  etc, 

m 

et  qu'on  emploie  relativement  aux  dérivées  de  y  les  transfor- 
mations qu'on  a  enseignées  au  commencement  de  la  leçon 
précédente ,  relativement  aux  dérivées  de  a  dans  1  expression 

de  ^^  et  dont  l'objet  est  de  réduire  à  des  fonctions  dérivées 

exactes  tous  les  termes  qui  contiennent  des  dérivées  dej^^  on 
aura  cette  transformée 

rzsiN—iy  +  Q'  —  Rr  +  etc.)y 

+  iPyy  -  iQ'yï  +  iR''yï -^tc. 
+  (Çy'y-(/îyy  +  etc. 

etc. 
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OÙ  l'on  Toit  que  tous  les  termes  ,  à  l'exception  de  ceux 
qui  forment  la  première  ligne ,  sont  des  fonctions  dérivées 
^exactes ,   desorte  que  leurs  fonctions  primitives  sont  connues 

et  déterminées  ^  quelle  que  soit  la  quantité j^;  au  contraire, 

les  termes  de  la  première  ligne  étant  tous  multipliés  par  jr  ne 
peuvent  avoir    de   fonction    primitive  \    à  moins  qu'on   ne 

donne  à  la  variation  y  des  valeurs  particulières.  Donc  comme 
cette  variation  doit  demeurer  indéterminée  y  il  sera  impossible 

que  la  fonction  primitive  de  V  devienne  nulle  ^  à  moins  que 

la  première  ligne  de  l'expression  de  V  ne  disparaisse  ;  ce  qui 

donnera  l'équation  indépendante  de  jr. 

iV— P'+Q^— ir  +  etc.  =  o. 

C'est  l'équation  qui  contient  la  relation  nécessaire  entre  les 
variables  x  et  ^  pour  l'existence  du  maximum  ou  minimum , 
et  que  nous  appellerons  équation  générale  du  maximum  ou 
minimum.  En  géométrie ,  c'est  l'équation  de  la  courbe  qui 
jouit  de  la  propriété  de  maximum  ou  minimum.  Il  est  facile 
de  voir  que  cette  équation  sera  en  général  de  l'ordre  sti,  si 
la  fonction  proposée  /^  est  de  l'ordre  n,  c'est-à-dire  si  elle 
contient  la  dérivée  ^C«)-  desorte  que  son  équation  primitive 
en  j;  et  j^  contiendra  a/t  constantes  arbitraires. 

La  première  ligne  de  la  valeur  de  i^  ayant  disparu  ,  on 
aura  en  prenant  la  fonction  primitive  de  f^^ 

+  iR-etc.)f 
etc. 

la  quantité  K  étant  une  constante  arbitraire. 


î 
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Cette  fonction  ayant  maintenant  une  valeur  déterminée, 
pour  que  cette  valeur  soit  nulle  entre  les  limites  données,! 
faudra  que  la  différence  des  valeurs  qui  répondent  à  ces  li- 
mites^ soit  nulle.  -|'' 

Désignons  par  t/o  et  Ùx ,  les  valeurs  de  U  qui  répoiidènt 
à  la  première  et  à  la  seconde  limite  ;  dans  lesquelles  x  aura 
des  valeurs  données ,  et  représentons  de  la  même  manière  les 
valeurs  des  autres  quantités  dans  ces  limites  ;  on  aura  cttli 

équation  particulière  aux  limites  L/j  — -  £/«  =  o  ;  savoir  j 

-f(Ç,— /î'.  +  etc.)^i 

+  (H.  — etc.)y"i 
etc. 

—  {Po—Q'o  +  R\  —  etc.  )  yo 

—  (Qo  —  B!o  +  etc.  )y. 

~(/îo  — etcOi^^o 
etc. 

=:=  o. 

à  laquelle  on  devra  satisfaire  comme  aux  équations  ponr  les 
Ynaxima  et  minima  du  genre  ordinaire  \  et  les  conditions  qni 
en  résulteront  serviront  à  déterminer  les  constantes  arbitraire 
que  la  valeur  de  j^  en  x  pourra  admettre. 

Si  les  valeurs  de  ^,  y,  y,  etc.  étaient  supposées  données  aux 

•      •       .  _ 
deuxlimites,alorsilestvisiblequelesvariationsjro,  y  ^^y  o,  etc. 

^^*yiyy'iyy"ii  etc.  seraient  nulles  à-la-fois;  parconséquent 
l'équation  ayant  lieu  d'elle-même ,  ne  donnerait  aucune  con- 
dition à  remplir. 

Si  au  contraire  aucune  de  ces  valeur»  n'était  donnée ,  alon 
il  faudrait  égaler  séparément  à  zéro  tous  les  coefliciens  de  ces 

mêmes 
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némes  yariations  ,  ce  qui  donnerait  autant  d* équations  rela- 
pives  à  chacune!  des  deux  limites.  • 

'  Mais  il  arrive  le  plus  souvent  que  les  valeurs  de  y  et  de 
iéë  dérivées  aux  deux  limites  ne  sont  ni  toutes  donnée^ 
m  toutes  arbitraires ,  mais  qu'il  y  a  entre  elles  des  relations 
données  par  la  nature  du  problème.    Alors  il  faudra  par  le 

noyen  de  ces  relations,  réduire  les  variations  y, y,  j^",  etc.* 
lans  les  deux  limites  au  plus  petit  nombre  possible  ,  et 
égaler  à  zéro  les  coeificiens  de  celles  qui  demeureront  indé^ 
erminées. 

L*équation  générale 

N  —  P'  +  Q'^eic^zo 

[ne  nous  venons  de  trouver  pour  le  maximum  ou  minimum 
l«  la  fonction  primitive  de  /^,  est ,  comme  Ton  voit ,  la  même 
fiie  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  la  leçon  précédente 
^our  l'existence  de  cette  fonction ,  indépendamment  d'aucune 
«lation  entre  les  variables. 

On  voit  maintenant  la  raison  de  cette  identité  des  formules 
bar  la  conformité  des  opérations  anal}rtiques  dans  les  deux  cas. 

U  est  d'ailleurs  évident  que  lorsque  la  fonction  ^  est  d'elle- 
nême  une  dérivée  exacte ,  sa  fonction  primitive  est  une  fonc-^ 
ion  déterminée  de  a: ,  j' ,  y ,  y,  etc.  qui  doit  alors  être  rap- 
lortée  aux  deux  limites ,  de  manière  que  l'équation 

2V— P'  +  Q^  — etc.=:o 

le  doit  plus  donner  de  relation  entre  x  et  y ,  et  pàrconsé« 
[uent  doit  se  vérifier  d'elle-même. 

C'est  par  cette  considération  quEuler  a  trouvé  le  premier 
sette  même  équation ,  ou  plutôt  l'équation  équivalente 


'^^      dP   ,   d»Q 


Ff 
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pour  la  conditi(m  deVintégrabilité  de  lafoimule  Zdx. 
cet  a  observé  ensuite  que  si  la  formule  /ZcZr  était  i 
il  fidlttt  que  la  variation  ffZdx  le  f&t  aussi  ;  et  de  U  il 
conclu  que  les  équations  de  condition  pour  VintégrabîËli, 
iraient  être  les  mêmes  que  les  équations  eatre  Ic^  vaiiabb 
pour  les  maxima  et  minima.  Notre  analyse  ne  doit  rien  laisKT 
à  désirer  sur  cet  objet. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  variation  de  x  élÉ  ^1 
nulle  ;  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu  lorsque  les  limites  sont  fixes; 
mais  comme  dans  la  plupart  des  cas  les  limites  sont  n* 
riables ,  il  est  bon  de  voir  ce  que  doit  donner  la  variatioi 
de  X. 

Pour  cela ,  il  suffit  de  considérer  que  la  fonction  U  étant 

censée  une  fonction  de  x,  si  on  fait  croître  x  de  ix ,  Tao 
croissement  de  U  sera ,  conune  on  l'a  vu  dans  les  premièrei 
leçons. 

Or  U^z=z  y  par  Thjrpothèse  ;  donc 

et  ainsi  de  suite. 

Donc  pour  avoir  l'accroissement  de  U  dans  ce  cas ,  fl  suf- 
fira d ajouter  respectivement  aux  variations  Û ,  Û,  etc.,  les 

•  •  •  a 

termes  x^,  x*^,  etc.  Ainsi  conune  ^=:  t/',  il  faudra 
«jouter  à  la  valeur  de  F'  trouvée  dans  l'hypothèse  où  j:  ne 
varie  pas,  le  terme  {^Viy . 

Mais  comme  la  variation  de  x  influe  aussi  sur  celle  de  ^  es 
tant  que  cette  quantité  estfonction  de  x,  il  faudra,  dans  cecaSi 
retrancher  de  celle-ci  ce  qui  est  dû  à  la  variation  de  x ,  dont 
noua  venons  de  déterminer  l'elFet  total  sur  les  Variations  de  V* 
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'  £n  effet  j  on  a  vu  oindessus  que  y  étakt  ^x,  lorsque  çx 


i*. 


devient  ♦  (  Jt? ,  i) ,  j^  devient  j^  +  îX  "I — J'  +  etc  Or  a;  deve- 
;iant  en  même  temps  x  -f-  ix,  y  devient  par  là 

y  ^iccy  + —.y"  +  etc. 

r  ■        '  ^ 

s 

De  la  même  manière ,  y  qui  est  aussi  fonction  de  x,  deviendra 


.•  •. 


•« 


j^  +  ioy +— jf  +etc.; 

'^\y  deviendra 

•  •       .  •  •  •       i^ocr  •  • .. 


Donc  Taccroissement  total  âe  y  sera  exprimé  pjur 

^(^4- V)  +  |-(j^  +  aii^  +  i!y''0  +  etc. 

oà  Ton  voit  cj^L^y  +  x^ ,y  +  ^xyf  -{-.^r^",  eto.  «ont  les  yaH 
riations  totales  de  y^  dans  le  cas  où  Ton  a  égard  à  la  varia'* 

tbn  a:  de  a:. 

Désignant,  pour  un  moment,   ces  variations  par  (j^)., 

(V),  etc.  ;  pour  les  distinguer  des  variations  j^,  y  ^  etc.  qui 

ont  lieu  lorsque  x  est  nulle  ,  on  aura 

donc 

y=iy)'-k^f 
«t  prenant  les  dérivées  par  rapport  k  x, 

-  y=((i')-i/)',  y=((i)-i//,«tc. 
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Ce  sont  les  Taleurs  qu'il  faudra  snbstitner  à  h  place 

y>  y^y^f  ^^^'  ^^^  ^  Yaiiation  /éprise  en  regardant  j:  com 
invariable.  Donc  si  on  a  égard  i  la  yariation  de  x,  Ytapre^^ 

•ion  de  f^  trouvée  ci-deasus,  deviendrai  en  mettant  âm^< 

ment  j^  an  lieu  de  (j^)> 


i.- 


sa 


+rO  -y^y + etc.  +  iriy 

Ainsi  les  termes  de  la  transfoimée ,  qui  seront  multijdiéspff 

les  variations^  et  x^  sans  être  d^i  dérivées  exactes^  sénat 
Amplement 

(  iV- r  +  Ç*  -  «"+ etc- )  (i -y  i)  ; 

d*où  Ton  voit  que  l'équation  générale  |(il 

iV_jr  +  Ç^  — iP+etc.  =  o 

trouvée  d'après  la  seule  variation  de  ^ ,  satisfait  en  même 
temps  à  la  variation  de  x.  Donc  cette  variation  n'znfinen 

que  sur  l'équation  aux  limites  t/i— -  l7o  =  o^  dans  laquelle  il 

faudra  ajouter  à  la  valeur  de  Û  le  terme  Fx,  et  y  changer 

y  my  — y X. 

On  peut  parvenir  jeu  même  résultat  d'une  manière  moins 
rimple ,  mais  plus  directe ,  en  considérant  immédiatement 
les  variations  de  x  et  de  ses  dérivées. 

Pour  cela»  il  faut  d'abord  dépouiller  la  fonction  ^de  la 
supposition  de  a/  =  i ,  pour  pouvoir  tenir  compte  des  varii^ 
tions  de  af  f  x^^  etc.  ;  ce  qui  se  fait  en  substituant  ^  comme 

a) 

fn  l'a  vu  daas  les  leçons  précédentes^  ^  aulieudey^  "v^ 
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■d  lieu  de  y" y  et  ainsi  de  'suite ,  et  multipliant  la  fonction  ^ 
1^  a/  pour  qu'elle  puisse  être  la  fonction  dérivée  de  U. 

Soit^  pour  abréger^ 

V  P'  <f 

i?—P*  ^  =  ^'  ^  =  r,  etc., 

S  faudra  dans  7^  substituer  p,  g,  r,  etc.  à  la  place  de  y , 
^,  y,  etc.  ;  moyennant  quoi  cette  quantité  deviendra  foncr 
^ion  de  jr,  p,  (jf,  etc. ,  et  Ton  aura  la  dérivée 

"^qui  se  réduit^à 

F'  =  iM+Np  +  Pq+Qr  +  Rs  +  etc.)xr, 
^  la  variation 

J^=  Mx  +  Ny  +  Pp^  Qq  +  Kr  +  etc. 

JUnsi  tout  consiste  à  trouver  les  valeurs  des  variations  pi 
^,  r,  etc. 

Orp  étantf=^,  on  aura  .    n- 

— [ — ^  ^7,     T^  ' 

y  P  ^ 

a  cause  de  -5-7  ==  a. 

X  .  . 

On  peut  faire  ici  a/  =::  i ,  et  Ton  aura  simplement  J 

5 
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Dé  même  a  étant  =  A-«  on  aura 
Hais  la  valeur  de  p  donne 


p— çi^Ci-^pi) 


y 


donc  faisant  cette  substitution ,  et  supposant  if  tsi,et 
est  penois.ici^  i}  viendra. 

On  trouvera  dq  l^onême  manière  ,    - 

et  ainsi  de  suite. 

Par  ces  substitutions  ^  la  variation  /^  deviendra 

-i-^y+P(jJ-px)'+-çcy-px)'+«Cy— p*)"+ 

=  <ilf  -f.  Ap  +  Pg  +  Qr  +  Rs+  et(J.  )  i 

4- etc. 
Or  on  a  tronré  ci-desans 

M + Np  +  P<i  +  Qr^- etc.  =:Ç'. 
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bailleurs  p  =^  ;  donc  faisant  ces  substitutions,  et  supposant 
ici  x'  =  1 ,  on  aura  simplement 

+ Q  ci —y^y +rO  —y^y + «*=•        ' 

Cest  la  valeur  complète  de  la  variation  de  f^,  déduite  des  va* 
riations  de  x  et  de  j^  et  de  leuFs  dérivées. 

Mais  on  a  vu  qu'il  faut  mettre  Faf  à  la  place  de  /^;  donc  on 

aura  p^j/  -f*  ^^^  ^  substituer  à  la  place  de  jP'dans  les  formulef 

données  plus  haut  ;  donc  mettant  ici  I4  valeur  de  f^  ipL*04 
vient  de  trouver,  et  observant  que 

on  aura ,  en  faisant  a/  =  1 ,  le  m^me  résultat  auquel  on  eat 
parvenu  ci-dessus  par  une.  autre  voie. 

Au  reste  en  regardant  la  quantité  jp^  comme  une  fonction  de 
X,  y  et  de  leurs  dérivées  j/,  x",*  etc.  ,jf',  y,  etc. ,  on  pourra 
traiter  les  variations  de  x  comme  ou  a  &it  celles  de  y. 

Dans  ce  cas ,  la  fonction  J^  étant  représentée  par 

fix,ccf,  x",  etc.  ,y,y\ y\  etc. ) 

on  trouverait  les  termes 

4f  (X)  +  i'/ (a/)  +  i'/ (x') ,  etc. 

à  ajouter  &  la  variation  V^  et  en  désignant  ces  termes  par  U 
formule 

nx  +  px  -f-  <lxf  +  rjc*  +  etc. , 
on  parviendrait  par  des  opérations  relatives  à  la  variation  ici 

4 
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et  analogues  à  celles  qa*on  a  employées  pour  la  Tariadonj^  1  ^ 
i  la  transformée  ¥' 

(»— j/+9*  —  î^+etc.)a?.  L 

Desorte  que  la  partie   de  la  valeur  de  /^  qui  ne  serût  pa  L 
ime  dérivée  exacte  serait 


(iV— P'  +  Q"  — /r  +  etc.)y 

+  {n  —  j/  +  q"  —  i^+  etc.  )â;. 

Lorsque^  est  censée  une  fonction  de  07  ^  et  qu'on  pentpsr- 
tonséquent  faire  jcf  -szi ,  nous  venons  de  voir  que  la  variation 

iimnhanée  de  j^  et  x ,  donne  pour  la  partie  de  /^  qui  n  est  pai 
une  dérivée  exacte ,  la  formule 

(iv— z^'^.  ç" — /r+ctc.  )  (^— y^). 

D  faut  donc  alors  que  la  formule  précédente  coïncide  avec 
celle-ci ,  et  que  l'on  ait  parconséquent 

n—p'  4-  ç"  —  i^  4-  etc. 

—  — y(iV— P'+Q^  — «•+etc.). 

D*où  Ton  voit  que  Téquatioii 

n  —  p'  4-  9*  —  ^  +  *tc.  =  o 

que  donnerait  la  variation  de  x  ^  est  toujours  équivalente  à 
l'équation 

N—P'  +  Q''—Br  +  etc.  =  o 

qui  provient  de  la  variation  de  y. 

En  effet  ^  nous  avons  déjà  trouvé  par  une  autre  voie  ,  dani 
la  leçon  précédente  ,  que  ces  équations  ont  toujours  lieu  i-Ia« 

."fois,  .,■•■•  "-^       . 
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Un  des  avantages  du  calcul  des  variations  est  de  pouvoir 
faire  varier  indistinctement  les  indéterminées  x  ou  j' ,  et  leurs 
différentielles;  et  l'identité  des  équations  du  maximum  ou 
minimum,  déduites  de  Tune  et  de  l'autre  de  ces  variations  , 
a  été  un  des  premiers  résultats  de  ce  calcul  auquel  les  an- 
ciennes méthodes  n'auraient  pu  conduire.  Mais  les  démonstra- 
tions qu'on  en  a  données  dans  le  second  et  dans  le  quatrième 
volume  des  Mémoires  de  Turin ,  sont  moins  directes  que  celle 
qui  'se  déduit  des  formules  qui  représentent  cette  double  va- 
riation ,  et  que  nous  venons  d'exposer  d'après  Euler,  Voyez 
le  tome  troisième  de  son  Calcul  intégral» 

Considérons  maintenant  le  problême  dans  toute  sa  généra- 
lité^ et  d'abord  soit^  comme  ci-dessus^ 

^=/(^,J'> y >/,>'•,  etc.), 
on  aura 

iV=f  (>),  P  =  f  (y),  Ç=/'(/),  «=/'(>-•),  etc. 
Soit ,  de  plus ,  pour  abréger , 

Y=f'(iy)  -[/'(/)]'  +  Cf  (/)]"  -  C/'C^')]-  +  etc. 

f  '  •  " 

r=/'(y  )  -  [/'.(/)]'  +  Ifiy')!  -  etc. 

r=/'(/)-[/'(j.-)3'  +  etc. 

r=/t'(j^r)  — etc. 

etc. 

La  variation  ^,  dans  le  cas  où  x  ne  varie  pas,  sera 

.  'j .      •   ■  \  •••■  • 

r-Y'y+  \Y'y)'  +  (îy)'  +  (vy')'  +  etc. 

OÙ  les  termes  qui  ne  sont  pas  sous  la  forme  de  fonction» 
dérivées,  doivent  s'évanouir,  ce  qui  donne  d'abord  j  comm» 
on  l'a  vuj  l'équation  générale  ysso. 
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Ensuite^  à  cause  de  ^=  V\  on  aura  la  yariation  de  V 

i/sKj^  +  iy  +  ry+etc. 

et  l'équation  aux  limites  sera 

Si  on  veut  que  x  Tarie  en  même  temps  qae  y ,  on  dash 
sera  y  en  y  — yx,  et  on  ajoutera  à  ^  le  terme  Fx. 

Supposons  y  en  second  lleu^  que  la  fonction  proposée  cod- 
tienne  une  troisième  variable  z,  avec  ses  fonctions  dérivéci 
2f,  z",  etc.^  on  fera  y  relativement  à  cette  variable,  desopt 
rations  analogues  i  celles  qu'on  a  employées  pour  la  variaUe 

y  ;  et  la  valeur  de  /^,  en  supposant  x  invariable,  se  ttoKHn 

composée  de  deux  parties  semblables  ^  l'ime  relative  à  jr, 

Tautre  relative  â  s. 

Ainsi,  en  supposant 

^=/(^,  J^»y>y>  etc.  «,  z\  *^  etc.). 


f     II 


et  conservant  les  expressions  de  F,  F,  Y,  etc.,  on  fera,  de 
plus , 

-^=r(o  -  c/V)T  +  c/c^")!  -xf'onr  -f  etc. 

z  =/'(*')  -  [f(zr)y  +  ifXz'^r  -  etow 

z  =/(»•)  -  C/'COT  +  etc. 


tri 


z  =/'(0  -  etc. 
etc. 

et  Ton  aura  sur-le-cIuQbp 
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+  (Yyï  +  (Ty'y + dry^'  +  etc. 

I 

+  (ziy  +  çYzj  +  (ziy  +  etc. 

Les  termes  I^-f-Zs,  qui  ne  sauraient  être  des  fonction! 

dériréG^  exactes ,  tant  que  jr  et  z  ont  des  valeurs  arbitraires, 
doivent  être  détruits^  ce  qui  donnera  d*abord  Téquation  gé- 
nérale 

Yy  +  Zkz=o, 

ft  laqnelle^  on  satisfera  dé  différentes  mamêres ,  suivant  que 
les  variables^  et  useront  indépendantes  l'une  de  l'autre,  oû 
qu'elles  seront  liées  .  entr^elles  par  des  relations  données.   , 

On  aura  ensuite,  en  .prenant  les  fonctions  primitives,   à 
cause  de  ;F==  17',  l'équation    . 

■ 

t,  Tt,  HT. 

1/ =  Ty  +  ry -H  ry".+ etc. 

+  Zz  +Zz'  +Zz"  +  etc.  ; 

c!est  la  valeur  qu'il  faudra    substituer  dans  l'équation   aux 
limites 

Si  on  veut   que  x  varie   aussi,  on  changera  y  et  z    en 
y  *^  y' oc  y  a5— *'xi;  et  on  ajoutera  à  JJ  le  terme  Vtia»    îr.  • 


j  i  * .. 


Reprenons  l'équation  Vy  -f-  Zz  =  o.  S'il  n*y  à  aucune  re- 
lation donnée  par  les  conditions  du  problème ,  entre  x  e\y^ 
leurs  variations  seront  indépendantes  l'une  de  l'autre ,  et  on 
ne  pourra  vérifier  Féquatioti  dont  il  s'agit  qu'en  faisant  sé'-f 
parémen^ 

r  =  o,  Z  =  o, 
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deux  équationâ  qui  serviront  à  déterminer  jr  et  s  en  fone^ 
tionsde  x. 


Mais  si  les  rariables  jr  et  z  étaient  liées  par  une 
de  condition  entre  x^  y,   s,  que  nous  représenterons  par 

P(.^>y»  »)  =  o; 

il  faudrait  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  z  bxlx  et jr, 
et  la  substituer  dans  l'expression  de   ^;  mais  pour  £aîn 

usage  de  Téquation  Ty^Zz=iO,ll  suffit  d'avoir  le  rapport 

entre  les  variations  ^  et  2;  et  pour  cela  il  n  y  a  qu'à  ooniir 
dérer  que  la  relation  entre  les  quantités  x ,  jf ,  c  devant  snb* 
flister  aussi  dans  Tétat  varié ,  1  équation  F(x,  y,  s)  =:  o  de* 

?ra  avoir  lieu  aussi  en  y  mettant  x  -^^  iœ  mt  lieu  de  jp,  et 
y  +  y  H — y  +  «te. ,  «  +  **  +  —  *  +  «te.  au  lieu  de  y 

et  %,  quelle  que  soit  la  quantité  L  D*où  et  de  ce  qm  a 
été  démontré  dans  les  premières  leçons^  il  est  facile  de  con- 
clure que  les  dérivées  de  cette  équation,  relatives  aux  va- 
nations  de  X,  y,  z,  devront  avoir  lieu  aussi.  Desorte  que 
réquation  de  condition  FÇx^y,  £)  =  o  donnera  les  équations 
variées 

-^(**J'i*)=o,        ff(x,y,z)=zo,  etc. 
Or  en  regardant  x  comme  invariable ,  on  a 

F{x,y,  z)  =yFiy)  +  if'Çz) , 

puisque  l'algorithme  des  variations  est  le  même  que  celm 
des  dérivées.  Ainsi  on  aura  Téquaiion 

d*où  Ton  tire  le  rapport  de  jf  àz,  lequel  était  ensuite  sub- 
stitué dans  l'équation  Yy  '^  Zzzzzq  dw  maximum  ou  mi^ 
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jiimi^m^  donnera  celle-ci 

qui  étant  combinée  avec  l'équation  de  condition  F(x,y,  z)  =q 
servira  à  déterminer  les  valeurs  de  jr  et  £  en  x. 

Nous  Avons  supposé  dans  le  calcul  précédent  que  x  ne  va- 
riait pas.  Si  on  voulait  tenir  compte    des  variations  de  x , 

on  aurait  à  la  place  de  l'équation  13^  -|-  Zs  =  o ,  celle-ci  : 

r(y^yi:)+Z{i^z'x)^o. 

Or  l'équation  de  condition  FÇx,y,z)  ==  o  donnerait  d'un 
éôté  l'équation  dérivée 

F'  ix)  +yF\y)  +  z'FXz)  =:  o, 
«t  de  l'autre  l'équation  variée 

iF'  (x)  +yFXy)  +  zF\z)  =  o; 

.  substituant  dans  celle-ci  la  valeur  de  F'{pc) ,  tirée  de  la  pré- 
.^édente^  on  aura 

.  Cy  -y^)/^'(j^)  +  (i-  ^'i)  F'(z)  =  o. 

J£t  cette  équation  combinée  avec  l'équation  ci-dessus,  don- 
nera également  l'équation 

On  voit  par  là ,  en  général,  que  la  variation  de  x,  xn'influe 
qae  sur  l'équation  aux  limites,  et  nullement  sur  l'équation 
générale  du  maximum  ou  minimum. 

Supposons  maintenant  y  pour  embrasser  le  problème  dans 
toute  son  étendue  ,  que  T équation  de  condition  entre  x,  y^  z 
contienne  aussi  les  dérivées  de^  et  ;s  et  soit  en  général  de 
la  forme 
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^(jp>  y» y»  /i  «*c.  «,  2/,  »*,  etc. )  =  o, 

On  tirera  de  là  Véquation  yariée 

*'(jp>j'iy>/*etc.    »,»',»%  etc.)  =  0, 

laquelle ,  en  n*a7ant  égard  qu'aux  Tariadooede^»  2i  «dt- 
yeloppera  ainsi  : 

yny)  +  yF'iy)+y''ny')  +  etc. 

+  iF'U)  +  i'F'(a')  +  i^F'C*')  +  etc.  =0. 

Comme  les  dérivées  de  z  ne  paraissent  dans  cette  éqmlioa 
qne  sous  la  forme  linéaire ,  il  est  possible  d'en  déduire  l'ex- 
pression de  £  ,  en  employant  la  méthode  des  multiplicatean 
et  prenant  successivement  les  fonctions  prioûtives;  mais  in 
cette  manière  on  entre  dans  des  calculs  longs  et  compliqués, 
et  il  est  beaucoup  plus  simple  d'employer  les  multiplicatean, 
de  la  manière  dont  on  en  a  usé  dans  la  Mécanique  anal]/^ 
tique  qui  est  toute  fondée  sur  le  catcid  des  variations. 

On  se  contentera  donc  de  multiplier  le  premier  membrs 
de   cette   équation  par  un  coelficient  indéterminé  A^  et  de 

rajouter  à  l'expression  précédente  de  la  variation  P^,  en  ajrant 
soin  en  même  temps  de  transformer  tous  les  nouveaux  Mmts 

de  manière  que  les  fonctions  dérivées  des  variations^  et  z  ne 
se  trouvent  que  dans  des  fonctions  dérivées  exactes  ^  comme 

on  l'a  pratiqué  à  l'égard  des  termes  de  la  valeur  de  /^.  Onan* 

ra  ainsi  une  nouvelle  expression  de  /^^    dans  laquelle    on 

pourra  maintenant  traiter  les  variations  de  y  et  Si  comme  in- 
dépendantes, à  raison  de  l'indéterminée  h. 

Soient,  pour  abréger. 
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(K)  =  A  F'Cy  )  ~  C^P'(y  )T  +  CAi^'Cy")]'  -  etc. 

(K)  =  X  ^C/)  -  C^^C/)!  +  etc. 

(r)=AF'(/)  — etc. 

etc. 

(Z)  =  X  F'(z)  —  CaF'(*')T  +  [AF'(a')r  —  etc. 

(Z)  =  A  F'(s')  —  [xF'Cs")]'  +  etc. 

(Z)  =  X  F'(a')  —  etc. 
etc. 

.'    Les  tenae>  à  ajouter  à  l'expression  de  la  variatioii/'',  seront 

-  f 

+  iihyj  +  {(^^yy  +  «*«• 

+  ((Z)  i)'  +  ((Z)ify  +  etc. 

Donc  ,   puisqu'on    peut  maintenant   regarder  les  yaria-< 

ticms  ^  et  «  comme  indépendantes  ,  on  aura  d'abord ,  par 
le»  principes  posés  ci-dessus  ^  les  deux  équations  générales 
du  maximum  ou  minimum, 

r+(r)  =  o,  z  +  (Z)  =  o, 

entre  lesquelles  il  faudrait  éliminer  l'indéterminée  a;  et  le- 
quation  résultante,  combinée  avec  l'équation  de  condition, 
donnera  les  yaleurs  de  ^  et  2  en  x. 

Ensuite  la  variation  Ù  deviendra 

t^  *=  (r  +  (h  y+[y+  ir))y  +  etc. 

+  (z  +  (Z))  i  +  (Z+  (Z))i'  +  etc. 
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Yalenr  qa*on  substituera  dans  Tiquatioii  aux  Hmitet 

t/.  —  I/o  =  O. 

Si  on  veut  avoir  égard  en  même  t.  mps  à  la  variation  de  x^ 

on  ajoutera  k  Ule  terme  Px,  et  on  changera  les  quantité 

y  ,z  et  leurs  dérivées  en  y  — yx,  z  —  z^x  ,  et  dans  lesdé- 
rivées  de  celles-ci. 
Il  faudrait,  à  la  rigueur ,  dans  ce  cas ,  ajouter  à  la  valeir 

de  /^  le  terme  K\xF(x,y, . . .)/,  d*après  les  formules tronrici 
plus  haut  pour  la  valeur  complètede  la  variation  dexfF(x,y,,„). 

Ce  terme  se  transforme  enT C/xF(x,  j^, . . .)/ — }/xF(x,y.,.)] 
mais  il  disparait  ici  en  vertu  de  Téquation  F(x,  ^. . . .)  sao. 
Il  faudrait  néanmoins  le  conserver  si  Técpiation  de  conditiM 

n'était  donnée  que  par  Téquation  variée  F(^x,  y. . .)  r=o. 
Dans  l'équation  aux  limites,  on  pourra  regarder  aussi  les  it* 

riations  x ^y  et  £,  ainsi  que  leurs  dérivées,  comme  indépen- 
dantes ,  à  moins  que  la  nature  du  problême  ne  donne  nm 
des  conditions  particulières  aux  limites. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait  une  ou  plusienn 
équations  de  condition  entre  les  quantités  x,  y,  \/,  y,  etc. 
z,  z\  z",  etc. ,  rapportées  aux  deux  limites ,  c'est-â-dire 
entre  les  quantités  Xo,  ^o.  y^^yo",  etc.  ««,  zj,  Zo\  etc. 
x,,j^i,  yxyyîf  etc.  «,,  2/,  2/',  etc.,  et  que  le  mojànaxm 
ou  minimum  ne  doive  avoir  lieu  que  parmi  les  fonctions  qui, 
prises  entre  les  limites  données,  satisfont  à  ces  conditions; 
il   faudra  que  les  mêmes  équations  subsistent  dans  Tétat  Tt" 


i».. 


rié  ,  c'est-à-dire  en  y  mettant  x-^  ix,  y  '\'iy  -j- -^-f"**^*» 


£«.. 


£  -f-  ix  -| —  z  +  etc.  à  la  place  de  x,  ^,  z\  parconséqaent 

on  aura  aussi  les  variations  de  ces  équations ,  comme  nom 
Tavons  deîà  vu  plus  haut. 

Désignons  par 

♦  {^•}yo,yo, etc.  z.,zj, etc.  x^^y^ , y/, etc.^i, a,', etc.)=:o, 

une 
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te  de  ces  équations  de  condition  ;  elle  donnera  Téquatioa 
uriée 

Xo  <!»'  (Xo)  +yo  *'(>)  +k^\z,)  +y,W  (  j;,') + etc. 

+  ii^'C^O+ic^'Cj'i)  +it«>'(2^i)+icV(;^/)+etc.=o. 

On  multipliera  cette  équation  et  les  autres  semblables  par 
es  coeiEciens  indéterminés  a,  ^ ,  etc. ,  et  on  les  ajoutera  à 
équation  des  limites  données  ci-dessus^  après  quoi  on  pourrai 
raiter  toutes  les  variations 

io , il , JKo , yo,yo%  etc.  y, , y/, y,\  etc.  z, , «/, z,\  etc. 

'onxne  indépendantes ,  et  égalei^  à  zéro  chacun  de  leurs  coef- 
kdens  ,  ce  qui  donnera  autant  d* équations  particulières  aux 
imites  qu*il  y  aura  de  ces  variations.  On  satisfera  ensuite  à 
:e8  équations  par  le  moyen  des  coefliciens  arbitraires  «e ,  ^,  etc. 
it  des  constantes  arbitraires  qui  entreront  dans  les  exprès^ 
ions  de  y,  z  en  x, 

'  A  l'égard  des  variations  ZoyzJ,  etc.  z^^z^\  etc.  il  est  bon 
le  remarquer  que  la  fonction  z  étant  donnée  par  une  équa- 
lien  dérivée,  si  cette  équation  est  de  Tordre  n  par  rapport 
I  »,  les  valeurs  de  z,  z\  z" ,  etc.  zC»— O^  correspondantes  à 
me  valeur  donnée  de  x,  seront  arbitraires,  et  devront  être 
déterminées  par  les  conditions  du  problème.  Ainsi,  en  rap- 
portant ces  valeurs  à  la  première  limite ,  il  faudra  regarder  les 
piantités  Zo,  *Zo'>  etc.  2,,C«— 0  comme  des  fonctions  données 

le  Xof  y^^yo,  etc.;  donc  les  variations  Ze,  z^ y  etc.  seront 
Ussi  données  en  fonctions  de  Xo,yo,yJ,  etc.  multipliées  par 

5a  variations  Xo^y^^^yJ,  etc.    Alors   les  variations    Zi,z/, 

t^^  etc. ,  qui  se  rapportent  à  la  seconde  limite ,  seront  absoj 
ï.ïnent  indéterminées , 'et  il  faudra  les  faire  évanouir  en  éga 
tnt  leurs  coefficiens  à  zéro. 

On  pourrit  dejnajid^r  que  Ja  fonction  z  donnée  parTéqua- 

Gg 
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tion  de  conditioii  fût  elle-même  nn  maximum  cm  vn  nûd* 
mum.  Il  n'y  aurait  alor«  qu*à  supposer  U=zz,  et  paroont* 
quent  ^=*'. 

On  aurait  donc  dans  ce  cas 


/(>)=o,  ny)=o,  etc.  /'W=o,  /(*0==l,  /(tO=odB. 

Donc 

KsOy    Y=sOp  etc.    Zsszo^    Z  =  i,     Zsso,  tle. 

Les  équations  générales  du  maximum    on  minimum  l^ 
raient  donc  simplement  i 

(n=6,   (z)=o.  '^ 

On  aurait  ensuite 

Lr=(r^-  +  (r)/  +  etc. 
+  (i+(Z)>  +  (Z)i'+etc. 


5}. 


1 


L*éqaati0n  {Z)  =0  servira  à  déterminer  la  variabk  A)  et 
l'équation  (F)  =  Oy  combinée  avec  l'équation  doanii 
F(x ,  y^  y,  etc.  « ,  «',  etc.)  =  o ,  donnera  la  vale»  de  J 
en  X.  Soit  sC»)  ta  plus  haute  dérivée  de  z  qui  entre  àxâ 
cette  équation^  l'équation  (Z)  =0  sera  linéaire  étâeToidre^ 
par  rapport  à  a  ;  la  valeur  de  K  contiendra  donc  autant 
constantes  arbitraires  et  linéaires  aussi ,  qui  serviront  à  Ut^\ 

évanouir  les  variations  2, ,  z/,  etc.  dans  l'équation  des  linûtei;. 

les  variations  z^,  zj,  etc.  étant  censées  données  par  la 
du  problème  >  comme  nous  venons  de  le  remarquer. 

n  £iudra  donc  déterminer  ces  constantes  de  mamite 

l'on  ait 

i+(Z,)  =  o,    (Zi)  =  o,    (Z.)  =  o,ctc.         [j 

et  ^n  remplira  ces  conditions  en  faisant  simplement  ^ 


\ 
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A,  i=  O  ,     a'i  =  O ,  etc.     AiC»-0  =  O, 

de  plus ,  H 

AC»)F'(aC«)),  +  i=:o.     ^ 

Ceci  revient  à  ta  solution  donnée  dans  le  tome  quatrième 
js  Mémoires  de  Turin. 

En   général  soit  F'  une  fonction  quelconque  des  variable» 
!,  y,  z,  tf  etc.  et  de  leurs  dérivées  d'un  ordre  quelconque , 

l'exception  de  a:,  dont  la  dérivée  soit  supposée  l'unité;  et 
3ient  1/  =  o,  M  =  o,  etc.  des  équations  de  condition  entrer 
es  variables  et  leurs  dérivées,  dont  le  nombre  ne  surpasse 
as  celui  des  variables  diminué  de  deux  unités,  afin  qu'il 
sste  des  relations  indéterminées  entre  les  mêmes  variables. 

Le  problême  de  maximis  et  minimis,  dont  il  s'agit  ici, 
insiste  à  déterminer  ces  relations  de  manière  que  la  fonc- 
on  primitive  de  ^  devienne  un  maximum  ou  un  minimum 
atre  des  limites  données,  correspondantes  à  des  valeurs  dou- 
ées de  X, 

Pour  le  résoudre  de  la  manière  la  plus  générale ,  on  cher- 
hera  les  variations  des  foncti(Mis  p^,  L,  M,  etc.  ,  dues  aux 
ariations  de  ^,  2j,  t,  etc.,  et  désignant  ces  variations  par 

^  î,  M  y  etc.,  on  considérera  la  formule 

^ 

;r+ ^jL +  /u;iÉr+ etc., 

tans  laquelle  A,  (a,  etc,  sont  supposées  des  variables  indé^ 
erminées. 

On  fera  sur  cette  formule  les  transformations  enseignées 
>lus  haut ,  par  lesquelles  les  fonctions  dérivées  des  variations 

»^,  i,  i,  etc.  ne  paraissent  plus  que  dans  des  termes  qui 
tcnt  des  fonctions  dérivées  exactes.  Elle  deviendra  ainiii  de 
.a  forme 
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Yy+Zz+Tt  +etc: 

1  .  tî.  in. 


+  (Zi + Zif+  Zz^^  etc.y 

4-(Ti  +  Ti'+  T'f+etc.y 

etc. 

.  Et  Ton  aura  d'abord  les  équations  générales 

r=o,    Z  =  o,     T=o,  etc., 

qui|  étant  combinées  avec  les  équations  de  condition 

Zi  =  o ,    M  =  o ,  etc. , 

serviront  à  déterminer  les  variables  y^z^t,  etc.  a,  ftjetc. 
Ensuite  faisant 

t.       11.        111. 


iU)  =  Yy+Yy  +  Yf  +  etc. 

1  ,  iT.  m.   . 

+  Zz  ^Zz'+Zz"  +  etc. 


1    .  11,  TTt, 

+  r^  +  Tlf  +  Tf  +  etc. 
etc. 

on  aura  Téquation  aux  limites  (  f/,)  —  (L^o)  =  o,  à  laqaeBe 
on  devra  satisfaire ,  indépendamment  des  variations j^, y, etc. 
*,  z',    etc.  etc. , 

Et  pour  tenir  compte  de  la  variation  de  o:,  il  n'y  aura 
qu'à  changer  y,z,teny  — y^ ,  z  — z'x,  t —  ixy  et  ajou- 
ter à  la  valeur  de  (î/)  le  terme  F'x, 

Comme  la  nature  du  problême  peut  fournir  aussi  dei 
équations  de  condition  entre  les  variables  x^  y,  z,  f,  etc. , 
rapportées  à  ce»  limites ,  désignons  par  A  •=,  q  ^  .5  =r  o  etc. 
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8  équations  de  condition ,  de  manière  que  vrf,  B^  etc. 
îent  des  fonctions  données  de  Xq,  ^i^yoy  yiyyoyy/^etcJ 

On  formera  les  équations  variées  A  =2  o ,  È  ^=z  o  ,  dues 
■X  variations  de  chacune  des  quantités  Xo,  x^,  yo,  y^, 
/,  yi\  etc.  on  ajoutera  ces  équations  multipliées  par  let 
sefficiens  indéterminés  «(  >  jS ,  etc.  à  Féquation  aux  limites. 

On  aura  ainsi  Téquation 

(t/0  —  (Uo)  +aJ+^B  +  etc.  =:  0, 

ans  laquelle  on  égalera  séparément  à  zéro  le  coefficient  de 
bacune  des  variations  dont  il  s'agit. 

Ces  formulés  servent  à  répondre  à  toutes  les  questions 
i  l'on  cherche  des  maxima  ou  minima  absolus-.  Voyons 
issi  comment  on  y  peut  rappeler  les  questions  où  l'on  ne 
'itiande  que  des  maxima  ou  minima  relatifs,  c'est-à- 
re  dans  lesquelles  la  fonction  primitive  d'une  fonction  don- 
îe  ne  doit  être  un  mxiximum  ou  un  minimum,  entre  des  li- 
ites  assignées,  qu'autant  que  les  fonctions  primitives  d'autres 
nctions  données^  auront  des  valeurs  données  entre  les  mêmea 
Uites. 

Soit  u  la  fonction  donnée  dont  la  fonction  primitive  doit 
'oir  une  valeur  déterminée  entre  les  limites  assignées - 
apposons  que  s  soit  cette  fonction  primitive ,  ensorte  que 
>n.  ait  l'équation  /  —  u  =  o.  La  condition  dont  il  s'agit 
^ïisiste  en  ce  que  la  quantité  5,  —  ^o  doit  avoir  une  valeur 
>imée*,  parconséquent  sa  variation  devra  être  nulle ,  ce  qui 

>Jine  l'équation  aux  limites  Sj  —  ^  =:  o. 

Tour  introduire  cette  condition  dans  la  solution  générale 
X  problême  de  maximis  et  minimis.  Je  regarde  l'équation 

—  u  =3  G  comme  une  équation  de  condition ,  et  je  la  traite 
>mme  les  équations  de  condition  Z/r=:o,'M=o,  etc.  .Je 
multiplie  par  un  coefficient  variable  et  indéterminé  a-  la  va- 
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riatioD  i'— li,  et  je  Tajoute  à  la  formule  générale  /^+^£,-(.  etc.; 

•  «  • 
}ai 

fr^  ^ (l'  —û)+  hL'\-iiM+  etc. 

Le  terme  vs  se  transforme  en  ceux-ci:  (rsy— -fV;  tk 
comme  ces  termes  sont    les    seuls   qui   contiennent  h  i»- 

fiable  s ,  la  variation  s  donnera  d*abord  l'équation  /  =o; 
d*où  Ton  tire  a":^a,  a  étant  une  constante  arbitraire. 

Ensuite  Vautre  partie  (fs)',  qui  est  une  dérivée  exacte, 
donnera  dans  l'expression  de  (£/)  le  terme  «-j,  et  dansFé- 

quation  aux  limites  les  termes  a(^(  —  5o)>àcausede^=a. 
Mais  on  a  par  les  conditions  du  maximum  ou  minimum  re- 
latif, ^t  —  5o  =  o.  Donc  la  valeur  de  (17)  ne  recevra  nm 
changement. 

Il  n'y  aura  donc  que  la  variation  «-  au  qui  devra  et» 
)Eqoutée  à  la  formule  générale,  ce  qui  revient  à  substitue^ 
à  la  place  de  la  fonction  F'  la  fonction  p^ —  au,  etàdier* 
cher  les  conditions  du  maximum  ou  minimum  absolu  de  h 
fonction  primitive  de  i^—  eu  ,  a  étant  une  constante  quel- 
conque arbitraire. 

On  trouverait  de  la  même  manière  que  si  la  fonction  piini- 
tive  de  f^  ne  devait  être  qu'un  maximum  ou  minimuM  re- 
latif, en  supposant  que  les  fonctions  primitives  de  u  et  traient 
des  valeurs  déterminées,  la  question  se  réduirait  au  maur 
mum  ou  minimum  absolu  de  la  fonction  primitive  i 
^.i^au-— frv,   a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ce  résultat  s'accorde,  comme  l'on  voit,  avec  celui qu'iBol^ 
avait  trouvé  par  la  considération  des  variations  des  oxèxr 
nées  successives  dans  les  courbes. 

Telles  sont  les  formules  générales  pour  la  solation  des  pfo* 
blêmes  de  maximis  et  minimis  qui  dépendent  de  la  méthcv 
des  variations,  et  Ton  voit  que  ces  formules  s'étendent  à  tofl* 
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«8  cas  ;  mais  dans  chaque  cas  particulier ,  au  lieu  cTy  appli- 
q[iier  ces  formules  ^  il  sera  quelquefois  préférable  d'opérer 
directement  sur  les  fonctions  proposées ,  en  suivant  la  marche 
que  nous  venons  de  tracer. 

Quant  à  la  manière  de  distinguer  les  Tnaxima  des  minima, 
et  même  de  s'assurer  de  leur  existence ,  nous  avons  va  qu*elU 
dépend  des  variations  du  secoud  ordre  ;  mais  nous  n*entre^ 
rons  pas  dans  un  détail  qui  bous  mènerait  trop  l<Hn  ;  on  peut 
voir  d'ailleurs  ce  que  nous  avons  dit  là-dessus  dans  la  Théori» 
des  fonctions,  art.  173  et  suiv.  Nous  remarquerons  seule« 
Qient  qu'en  prenant  la  variation  du  second  ordre  de  la  fonc« 
tion  F',  il  sera  inutile  d'avoir  égard  aux  variations  du  second 

ordre  de  la  variable^,  parcequeles  termes  affectés  dey,  y^,  etc. 

dans  l'expression  de  f^  étant    les  mêmes  que   ceux  affectés 

dé  y,  y  dans  /^,  ces  termes  doivent  disparaître  par  les  con- 
ditions du  maximum  ou  minimum ,   quelle  que  soit  la  va« 

•  •  • 

leur  de  y^  ou  de  y.  Ainsi  on  aura  pour  la  variation  du  se- 
cond ordre ,  les  mêmes  formules  que  dans  l'endroit  cité  ,    en 

changeant  seulement  j^  en  fi»  et  parconséquent  aussi  les 
mêmes  résultats. 

Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière ,  nous  di- 
rons encore  un  mot  des  maxima  et  minima  qui  dépendent 
des  fonctions  de  plusieurs  variables.  La  première  question  de 
ce  genre  a  été  résolue  par  la  méthode  des  variations ,  dans 
le  second  volume  des  Mémoires  de  Turin.  Il  s'agissait  de 
trouver  parmi  toutes  les  surfaces  courbes  qui  sont  terminées 
par  le  même  périmètre,  celle  qui  est  la  plus  petite  possible; 
problême  qui  est ,  par  rapport  aux  surfaces ,  ce  que  les  pro^ 
blêmes  dont  on  vient  de  traiter ,  sont  par  japport  aux  lignes. 

En  nommant  z_  l'ordonnée  perpendiculaire  aux  deux  abs- 
cisses X  et  y  y  et  qui  est  censée  fonction  de  ces  deux-ci ,  et 
désignant  par  des  traits  séparés  par  une  virgule ,  les  fonctions 
dérivées   de  z^  prises  par  rapport  k  x  et  y ,  comme  on  l'a 
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fait  dans  la  leçon  dix-nenvième,  la  grandeur  on  la  qnadr»- 
ture  de  la  surface  est  exprimée  par  la  double  fonction  pii- 
mitive  de  la  formule 

prise  d*abord  par  rapport  à  une  seule  des  variables  x,y,  t^ 
ensuite  par  rapport  à  l'autre ,  en  substituant  pour  b  pre- 
mière sa  valeur  donnée  par  Téquation  du  contour  de  la  m- 
face.  Ainsi  le  problême  consiste  à  trouver  la  fonction  z  de 
œ  et  y,  qui  rendra  cette  double  fonction  primitive  nnTTUZXï- 
TTium  ou  un  minimum. 

Pour  le  rendre  plus  général ,  nous  supposerons  qu'on  de- 
mande de  rendre  un  maximum  ou  un  minimum  la  douUe 
fonction  primitive  d*une  fonction  donnée  de  œ,  y,  z^  z'%  i!^ 
z''\  a;'»',  z»*',  etc. 

Désignons  cette  fonction  par  V  ^  àe  manière  que  Ton  ait 

^=/(^> y.  *,  *",  *^  ^\  ^^\  *^  etc.) , 

et  soit  V  la  double  fonction  primitive  de  V^  qui  doit  de- 
venir un  maximum  ou   un  minimum.    Il   faudra,    par  lei 

principes  établis  ci-dessus,   que  sa  variation    Ù  soit    nulle. 

Or    t/'"  =  ^;    donc    prenant   les    variations     Û'''  =  K 
Si  on  dénote    de    même  par  des  traits   placés  au  bas ,  le» 
fonctions  primitives,  ainsi  qu'on  l'a  indiqué  dans  la  leçon  trei- 
zième ,  on  pourra  passer  de  l'équation  précédente  à  celle-ci 

qui  estl  imerse  U=zp^j^j  par  laquelle  on  voit  que  le  pro- 
blème consiste  à  rendre  nulle  la  double  fonction  primitive  de 

la  variation  /^ 

Or  on  en  a,  en  prenant  les  variations  de  z  et  de  ses  dérivées^ 

f^=  'zpiz)+  kf  (z"  )  +  h'j'  (z.'  ) 

.+*T(*") + i'-rc^'O  +.  i'T(»'") + etc.: 


fl 


DES      FONCTIONS.  4/3 

formule  que  nous  représenterons,  pour  plus  de  simplicité,  par 


V—  Lz  +  Mz''  +  Nv'  +  Pz"^  +  Qz'^'  +  Rz'"  +  etc. 

On  fera  dans  cette  formule  les  transformations  employées 

plus  haut ,  par  lesquelles  les  dérivées  de  la  yarîiation  z  ne  se 
trouvent  que  dans  des  termes  qui  sont  des  dérivées  exactes. 

Ainsi  le  terme  Mz^^  se  changera  en  (  Mz  )'» —  ifcT "z  ,   le 

terme  iW  se  changera  en  {NzY  —  N^'z ,  et  ainsi  des  au- 
tres ,  en  conservant  la  position  des  virgules  qui  séparent  les 
traits  relatifs  aux  variables  x  et  y. 

De  cette  manière  on  aura  la  transfon;aee 

)^=  (L  — itf''  — iNV  +  p'''+  QV  +  R^"  +  etc,)  z 

4-  {Mz+Pz'^  —  P^'z  +  QaV-i-  etc.  y 

+  (  Nz  +Rz^'  —  R^'z  —  Ç''i  +  etc.  )''. 
etc. 

On  voit  d'abord  ici  qu'il  est  impossible  que  la  double  fonc- 
tion primitive  de  /^  devienne  nulle ,  quelle  que  soit  la  variation 

£ ,  à  moins  que  les  termes  affectés  simplement  de  z  ne  dispa- 
raissent y  ce  qui  donne  d'abord  l'équation  générale  du  maxi- 
mum ou  minimum 

Z,  _  af' ,_  i\v  ^  p",  4.  Ç'/ ^^  «,«' ^^  etc.  =  o. 

La  première  ligne  de  l'expression  de  /^  étant  effacée,  si  on 
prend  maintenant  les  doubles  fonctions  primitives  de  part  et 
d'autre^  on  aura 

î/=  {Mz+Pk''—P''z  +  Çz'O', 

4-  (  i\^i  +  R^ — R^'z  —  Q"i)  ;. 

Comme  il  n'y  a  plus  ici  que  des  fonctions  primitives  simples. 
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chacune  d'elles  se  rapporte  uniquement  à  une  des  tariaMai 
X  fV,  en  regardant  l'autre  de  ces  variables  comme  déterminée 
par  l'équation  qui  donne  la  courbe  des  limites  entre  lesquellef 
le  maximum  ou  minimum  doit  avoir  lieu. 

Le  cas  le  plus  simple  est  lorsque  le  contour  de  la  sorEice  / 
représentée  par  Téquation  en  x ,  ^  ,  2 ,  est  supposé  tont-à-  V 
fait  donné  et  invariable.  Alors  les  variations  de  s  et  de  aei  | 
dérivées  sont  nulles  relativement  à  la  courbe  de  ce  contour,  | 
et  p4rconséquent  aussi  dans  toute  l'étendue  des  fonctions  pii- 

mitiveii  sii|iples  de  la  variation  Ù  ^  et  la  condition  de  27=0 
se  trouve  remplie  d'elle-même. 

L'é^ation  du  maximum  ou  minimum  sera  donc ,  en  snb- 
tîtuant  les  valeurs  de  L  y  M,  etc.  ^ 


x 


+  Cf  (*")]"  + etc.  =0 


qu*on  voit  être  du  genre  de  celles  que  nous  ayons  considéréei 
dans  les  leçons  19'  et  ao^ ,  et  dont  les  équations  primitiTei 
contiennent  des  fonctions  arbitraires. 

Les  cas  plus  compliqués  se  résoudront  par  des  coasidératkmf 
analogues  à  celles  que  nous  avons  faites  sur  les  problésMi  où 
Ton  ne  cherche  que  des  fonctions  d'une  variable. 

Pour  donner  maintenant  quelques  applications  des  méthodes 
et  des  formules  que  nous  venons  d'exposer  ^  nous  prendrons 
d'abord  le  problème  le  plus  simple  de  ce  genre,  qui  consiste 
à  trouver  la  ligne  la  plus  courte  entre  des  termes  donn^.  £1 
supposant  que  la  ligne  cherchée  soit  toute  dans  un  même  plan, 
et  prenant  x,  y  pour  ses  coordonnées  ,  la  longueur  de  la  ligne 
sera  exprimée  en  général  par  la  fonction  primitive  de  l'expres- 
sion p  (1  +y*),  qui  étant  représentée  par  /^,  ouf(^x^y,y) 

donnera/  Qy  )  =  o,  /  (j^'  )  =  ^r^^ys^y  -^Q«  réquatifli 
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'  {énérale  du  mcucimum.  ou  minimum  sera 


-Ci7(T+y^]'=" 


ensuite  on  aura  l/  =  — r-*H — vr^iy»  et  Téquation  aux  limite» 


^era  t/i — l7o=o. 

L'équation  générale  donne  tout  de  suite  j:^^^  =  à 

'Une  constante  ;  d'où  Ton  tire  y'  :=b  y  et  de  làj^  =  ix'-|-  c  , 
i  et  c  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  ce  qui  est  Téquation 
générale  de  la  ligne  droite. 

Si  les  deux  extrémités  de  la  ligne  étaient  données  y  on  au- 
rait j^o  =  o ,  et  j',  =  G  ;  parconséquent  l'équation  aux  limites 
aurait  lieu  sans  aucune  condition. 

En  général  Téquation  aux  limites  se  réduira  à  a(j',— -yo)ï=o, 
OÙ  «  =  — -- — r— r-T.  Desorte  que  si  la  ligne  cherchée  devait 
être  terminée  des  deux  côtés  ou  d'un  seul  par  des  lignes  per- 

pendiculaires  à  Taxe  des  x ,  les  variations ^o,^i  seraient  toutes 
les  deux ,  ou  une  seulement ,  arbitraires  :  dans  l'un  et  l'autre 
cas ,  l'équation  aux  limites  donnerait  a  =  o ,  et  parconséquent 
b  =  o\  ce  qui  réduit  la  ligne  la  plus  courte  à  une  droite  pa- 
rallèle à  l'axe. 

Si  la  ligne  la  plus  courte  devait  être  terminée  de  part  et 

d'autre  par  deux  lignes  données  droites  ou  courbes ,  il  faudrait 

alors  tenir  compte  dans  Téquation  aux  limites  des  variations 

î;-  de  X  et  y  à  la  fois.  Il  faudra  donc  mettre  dans  l'expression 

j  de  Uy  y  — yx  à  la  place  dey,  et  y  ajouter  le  terme  Vx.  On 
aura  ainsi 
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et  réduisant 

L'équation  aux  limites  étant  î/,  —  Uo'=Oy  si  on  suppose  que 
les  deux  limites  soient  indépendantes  Tune  de  l'autre  ,  on  anra 

séparément  £/e=o  et  Z/,  =  o;  et  parconsequent 

/oj'o  +  io= o,        y,  j',  -).  i,  =1=  o. 

Soit  maintenant  *  (x,  y)  =  o,  l'équation  de   la  ligne  qui 

forme  la  première  limite ,  elle  donnera  Téquation  variée  a:*'(x) 

m\^y^'  Qy  )  =  o  ',  mais  elle  donne  aussi  Féquation  dérivée 
♦'(x)-f-/4>'(y^)=:o  ;  desorte  que  la  combinaison  de  ces  deux 
équations  produira  celle-ci: 

y  — yi  =  o. 

Il  faut  remarquer  à  l'égard  de  cette  équation^  que  les  va- 
riations X ,  y  sont  censées  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons 

désignées  ci-dessus  par  Xo^y^,  parceque  ce  sont  les  variations 
des  coordonnées  x,  y  à  la  première  limite;  mais  la  dérivécy' 
n'est  pas  la  même  que  la  dérivée  y  o,  quoiqu'elles  se  rapportent 
toutes  les  deux  au  même  point;  car  celle-ci  se  rapporte  à  la 
ligne  la  plus  courte ,  et  exprime  la  tangente  de  l'angle  que 
la  tangente  à  cette  ligne  fait  avec  l'axe  ;  au  lieu  que  l'autre 
se  rapporte  à  la  ligne  qui  sert  de  limite ,  et  exprime  de  même 
la  tangente  de  l'angle  que  la  tangente  à  cette  ligne  fait  avec 
le  même  axe.   Nous  désignerons  cette  dérivée  par  Qy^) ,  et 
appliquant  le  chiffre  o  au  bas  de  chaque  lettre  pour  la  rap- 
porter à  la  première  limite  ,  l'équation  précédente  deviendra 

yo  —  cy  )oio  =  o. 

Telle  est  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  le» 


f)  E  s     FONCTIONS.  l^^^ 

variations  y^  ^Vx^  ;  ainsi  substituant  dans  l'équation 

^^ojo  4-  ^o  =  o  de  la  première  limite ,  la  valeur  de  j'o  tirée  de 
réquation  précédente,  on  aura  (^'oCy  )o+i)^  =o,  et  par- 
conséquent  y\  (y)o  +  1  =  o. 

Oryo  et  Cy  )o  étant  les  tangentes  de  deux  angles,  on  sait 
que  la  tangente  de  la  différence  de   ces  angles  est  exprimée 

par  la  formule  -^      /r  f\  >  ^°°^  puisque  ici  le  dénomina- 

teur  dévient  nul ,  et  parconséquent  la  tangente  infinie  ,  il  s'en- 
suit que  la  différence  des  deux  angles  dont  il  s'agit,  sera  égalé 
à  un  angle  droit. 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  deux  lignes ,  celle  qui 
doit  être  la  plus  courte ,  et  celle  qui  forme  sa  première  li- 
mite ,  doivent  se  couper  à  angles  droits. 

Et  comme  l'équation  à  la  seconde  limite  est  tout-à-fait 
semblable  à  l'équation  pour  la  première ,  on  trouvera  néces- 
sairement le  même  résultat  relativement  à  la  seconde  limite  ; 
c'est-à-dire  que  la  ligne,  la  plus  courte  devra  aussi  couper 
à  angles  droits  la  ligne  qui  formera  la  seconde  limite. 

On  satisfera  à  ces  conditions  par  le  moyen  des  équations 
y©  (y)o  Hh  1=0  etyi  Qy')i  +  1  =0,  et  des  constantes  ar- 
bitraires i ,  c ,  ce  qui  n'a  aucune  difficulté. 

Supposons  maintenant,  pour  donner  plus  de  généralité  au  pro- 
blême ,  qu'on  demande  la  ligne  la  plus  courte,  sans  la  condition 
qu'elle  doive  être  toute  dans  le  même  plan  ;  en  prenant  x , 
y,  z  pour  les  trois  coordonnées,  dont  deuxj^etz  sont  censées 
foDCtiod^e  la  troisième  a:,  on  aura  la  fonction  l/(i+y*+s'*) 
dont  la  primitive  exprimera  la  longueur  de  la  ligne  cherchée , 
'l-  et  devra  parconséquent  être  un  minimum. 

Faisant  donc 
^    sn  aura 
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formule  qui^  par  les  principes  établis,  se  transforme 
celle-ci  : 


^=-(^)>-(f)'- 

+(^i)'+(^0'- 


d*où  Ton  tire  pour  Téquation  générale  du  minimum , 


(f)H(f)i=-. 


et  ensuite  pour  Téquation  aux  limites 

ijr=,<^    — ,  et  2/^— i;;  =  o. 

Supposons  d'abord  que  la  ligne  la  plus  courte  ne  soit  assi 
)étie  à  aucune  condition  dans  toute  son  étendue  ;  il  faudi 

alors  que  les  variations  ^  et  a  demeurent  indéterminées ,  ( 
qui  donnera  les  deux  équations 

(f)  =  °    ^'    (0=°' 

d*où  Ton  tire 


y 


Il  et  6  étant  des  constantes  arbitraires  ;  et  comme 

7^= V/  (  1  +y*  +  z'^) ,  il  s'ensuit  que  y'  et  z*  auront  àf 
leurs  constantes   qui  étant  désignées  par  c  et  d,  dcr 
tout  de  suite 
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f  j^  =  CJT  +  m ,     J5  =  dx  +  n  , 

m  et  n  étant  aussi  des  fonctions  arbitraires. 

Ces  deux  équations  font  voir  que  la  ligne  cherchée  e«t  une 
droite  dont  la  position  est  arbitraire. 

Il  faut  maintenant  considérer  Téquation  aux  limites ,  laquelle 
si  on  suppose  les  deux  limites  indépendantes  Tune  de  l'autre , 

se  partage  tout  de  suite  en  ces  deux-ci  :  27«  ^=  o ,  l/a  =  o  , 
.  savoir; 

équations  qui  auront  lieu  d'elles-mêmes^  si  les  deux  extrémités 
de  la  ligne  sont  supposées  données  de  position  ^  parcequ*alors 
les  variations  des  ordonnées  j^  et  z  seront  nulles  dans  ces  deux 
points. 

Mais  si  la  ligne  la  plus  courte  doit  être  comprise  entre 
^eux  lignes  données  ;  alors  il  faudra  ,  comme  nous  Tavons 
fait  plus  haut ,  tenir  compte  des  variations  des  coordonnées  x, 
^ ,  z  k  Tune  et  à  l'autre  de  ses  extrémités. 

Pù&t  cela>  Il  faudra  d'abord  ajouter  à  la  valeor  ^  U  U 

^erme  ^^,    et  y  changer  en  même  temps  j^  et  s  eny — y  ^, 

JK  —  z'x.  On  aura  ainsi  à  cause  de  /^*=  i  -f-j/*-^»'*^  après  le» 
xéductions 

/r_  ^  +yy + ^'^ 

•t  les  deux  équations  aux  Kmites  L!«=o^  £/i=:o  deviendront 

^•+y»io  + ^'0^0  =  0 

^»^  +  y*yi  +  2,',  il  =  o. 

Supposons  qw»  la  première  limite  soit  une  courbe  dont  les 


c-- 


t 


r 
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deux  équations  soient 

la  première  de  ces  équations  donnera,  comme   nous  rayons 
vu  plus  haut,  Téquation  variée 

et  la  seconde  donnera  de  même 

25o —  i^  )o  3:^  =  0. 

Tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  y^  et  z^ ,  et  les 
substituant  dans  la  première  des  deux  équations  ci-dessus, 

on  aura  (1 +yo(y)o+2i'o(2')o)^o  =  o>  et  comme  la  va- 
riation Xq  doit  demeurer  indéterminée ,  il  en  résultera  cette 
équation  de  condition  pour  la  première  limite 

à  laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  d'une  des  constantes 
ai'bitraires  c ,  d,  l'autre  devant  être  indéterminée  par  l'équa- 
tion de  condition  de  la  seconde  limite  ,  laquelle  sera  de  même 

Mais  si  on  veut  savoir  ce  que  ces  équations  représentent, 
il  n'y  a  qu'à  se  rappeler  que  dans  la  théorie  du  contact  des 
courbes  ,  on  démontre  qu'en  regardant  les  dérivées  y\  et  z , 
comme  constantes,  les  deux  équations 

y=y^x  +  i/.y  zzzzz'^x  +  V, 

en  fjL  et  V  sont  aussi  des  constantes  par  rapport  à  x  et  y , 
représentent  la  ligne  droite  qui  touche  la  courbe  de  la  pre- 
mière limite  ;  et  que  de  la  même  manière  les  deux  équationi 

représentent 
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présentent  la  ligne  droite  qui  touche  au  même  point  la  ligne 
plus  courte ,  ^  et  p  étant  aussi  des  constantes  par  rapport 

ac  ety. 
Or  dans  l'application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie  ,  on  dé- 

ontre  que  les  deux  droites  représentées  par  ces  équations  , 
elles  se  coupent  ^  font  entr' elles  un  angle  dont  le  cosinus  est 

»+yo(y)o-t-^^(o. 
k'Ci+y*. + *"o)  X  k  Ci  t  (y  n+ (*')%)' 

J^oyez  les  feuilles  d'Analyse  de  Monge  ) .  Donc ,  puisque 
ijis  le  cas  présent^  le  numérateur  de  cette  expression  devient 
Ltl^  il  s'ensuit  que  l'angle  des  deux  droites  sera  droit  ;  parcon- 
^C[aent  il  faudra  que  la  ligne  la  plus  courte  coupe  à  angles 
roits  la  courbe  qui  forme  la  première  limite. 

On  parviendra  de  la  même  manière  à  une  conclusion  sem- 
Lable  pour  l'autre  limite.  D'où  il  résulte  que  la  ligne  la  plus 
ourte  qu'on  puisse  mener  entre  deux  courbes  quelconques 
Rt  toujours  la  droite  qui  coupera  ces  courbes  à  angle  droit. 
-«  théorème  est  connu  depuis  long-temps  et  se  démontre  de 
ïjBFérentes  manières  ;  mais  aucune  n'est  aussi  directe  que  celle 
7«ie  fournit  l'analyse  précédente. 

Maïs  si  au  lieu  d'une  simple  ligne ,  il  y  avait  une  surface 
►^ur  servir  de  limite  à  la  ligne  la  plus  courte ,  désignant  par 
5fc(a:,^,  a)  =o  la  surface  de  la  première  limite,  elle  donne- 
aoit  cette  équation  variée 

io*' (  *  > +5^0*' Qy  )  +  2io<ï>' (z)  =  G 

gpi'il  faudrait  combiner  avec  l'équation  de  la  première  limite 
lafouvée  ci-dessus 

-*f  .  ... 

^Substituant  dans  l'équation  précédente  la  valeur  de  a\  tirée 

Hh 
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de  celle-ci ,  on  aura 

(*'(y)  -yo*'(^)}>  +  (*'(»)  -»>'(x))zo=o, 

d*où  ,  à  cause  que  les  variations  y^ ,  s»     doivent    demenrer 
indéterminées  ^  on  tire  ces  deux-ci  : 

*'  Cy  )  —/o^'  (^)  =  o,  ^'  (^z)^z'y  (x)  =0 , 

auxquelles  il  faudra  satisfaire  par  deux  des  constantes  aibi- 
traites  de  la  ligne  la  plus  courte. 

On  trouvera  deux  équations  semblables  pour  la  seconde  li- 
mite ^  si  elle  est  aussi  formée  par  une  surface  donnée. 

Pour  voir  maintenant  ce  que  signifient  ces  équations,  on 
remarquera  que  Téquation  de  la  surface  ^(x,jr,  «)=• 
donne  la  dérivée 

a/*' (x) +yo' (y  )  •+ *V  (a)  =  o , 

dont  la  primitive  ,  en  regardant  les  coefficiens  de  x'^y,  t' 
comme  constans ,  savoir 


1 


représente  le  plan  tangent  à  cette  surface,  comme  on  le  sait,  ' 
par  la  théorie  des  courbes  ;  et  étant  une  constante  arbitraire , 
par  rapport  à  x  ,y  y  z. 

Substituons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  4>'  (y  )  et  4>'(z) 
tirées  des  deux  équations  trouvées  ci-dessus ,  elle  deviendra ,  [ 
en  la  divisant  par  4>'  (  :t  )  qui  est  regardée  ici  comme  cons-  | 
tante, 

^+yoy  +  z',z  +  —^  =  o. 

D'un  autre  côté  on  sait  que  cette  équation  représente  ansâ 
«n  plan  perpendiculaire  à  la  droite  dont  les  équations  seraient 

yz=y\x  +  iJ.,     z=zz\x  +  v. 
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vcyez  les  feuilles  citées  )  les  quantités  j^'o  et  z\  étant  regar- 
éesici  comme  constantes ,  ainsi  que^ji,  et  v.  Donc  puisque  ces 
quations  sont  celles  de  la  tangente  à  Textrémité  d  e  la  ligne  la 
dus  courte  ,  que  nous  regardons  en  général  comme  une  courbe 
juelconque ,  il  s'ensuit  que  les  deux  équations  données  plus 
aaut  expriment  que  la  ligne  la  plus  courte  doit  rencontrer  la 
surface  donnée  à  angles  droits. 

£t  comme  la  même  conclusion  aurait  lieu  aussi  pour  Tautre 
limite ,  si  elle  était  formée  par  une  surface  ;  il  en  résulte  que 
3a  ligne  la  plus  courte  entre  deux  surfaces  données ,  sera  en<« 
«ore  la  droite  qui  rencontre  ces  surfaces  à  angles  droits. 

Jusqu'ici  nous  n'ayons  cherché  que  la  ligne  la  plus  courte 
j>armi  toutes  les  lignes  possibles  qu'on  peut  mener  entre  de» 
joints ,  ou  des  lignes ,  ou  des  surfaces  données  ;  problême  que 
3a  simple  géométrie  peut  résoudre ,  parcequ'on  sait  que  dans 
un  plan  la  ligne  la  plus  courte  est  la  ligne  droite.  Mais  si  on 
demande  en  général  la  ligne  la  plus  courte  sur  une  surface 
^elconque  donnée ,  le  problême  dépend  alors  essentiellement 
^e  la  méthode  des  variations  y  et  les  formules  trouvées  ci-* 
dessus  s'y  appliquent  avec  la  même  facilité. 

Soit  F(^x,yy  z)  =o  l'équation  de  la  surface  donnée, 
<^e  donnera  l'équation  variée 

laquelle  étant  combinée  avec  l'équation  générale  du  maximum 
^u  minimum  trouvée  plus  haut 

(^)>+(0-=° 

produit  celle-ci 

(^)'x^(^)-(0XF'O')  =  o 

^K>iir  l'équation  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  la  surface  donnée 

a 
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Ensuite  on  aura  Téquation  aux  limites  Ûi  ^—  l/^  r=  o  ^  dans 
laquelle  on  a  en  général 

et  si  Ton  veut  avoir  égard  aussi  à  la  variation  de  a:  ^  on  aura 

comme  on  Ta  trouvé  plus  haut. 
Il  faudrait  ici  substituer  pour  z  sa  valeur  tirée  de  Téqaa- 

tion  variée,  xF'  (j:)  +  *yF^ {y)  +âjF'(a)  ac  o.    Mais  en 
faisant  abstraction   de  la  surface  y  l'expression  précédente 

de  ij  conduit  directement  aux  mêmes  conclusions  qu'on  i  ft 
trouvées  plus  haut  relativement  aux  limites ,  c'est-à-dire  que 
la  ligne  la  plus  courte  tracée  sur  la  surface  donnée ,  detra 
aussi  couper  à  angles  droits  les  courbes  qui  lui  serviront  de 
limites. 

A  l'égard  de  la  nature  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  une  snr-  y. 
face ,  elle  jouit  d'une  propriété  particulière  et  caractéristique, 
par  laquelle  on  peut  la  déterminer  indépendammentde  la  con- 
sidération du  minimuTn  ;  c'est  que  ses  rayons  osculateurs  sont 
tous  perpendiculaires  à  la  surface.  En  effet  il  est  clair  que 
cette  ligne  doit  être  celle  suivant  laquelle  se  dirigera  un  fil 
tendu  sur  la  surface  donhée ,  et  il  est  facile  de  concevoir  en 
même  temps,  que  le  fil  tendu  ne  peut  être  en  équilibre  qu'an-  t 
tant  que  la  pression  résultante  de  la  tension ,  et  dont  la  direc-  L , 
tion  est.  suivant  le  rayon  osculateur,  sera  perpendiculaire  à 
la  surface.  Pour  voir  comment  la  propriété  dont  il  s'agit  ré- 
sulte de  l'équation  trouvée  pour  la  ligne  la  plu»  courte ,  nous 
remarquerons  d'abord  que  l'équation  du   plan  tangent  à  la 
surface   représentée  par  l'équation  /^(a;,j^,2)=o  est, 
camme  on  l'a  vu  plus  haut, 


K- 


\] 
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les  fonctions  F'  (x) ,  F'  (y)  ,  F^ (^z)  étant  regardées  comme 
constantes^  ainsi  que  la  quantité  a. 

Nous  remarquerons  ensuite  que  si  on  représente  par 

x  +  j4y  +  Bz  +  C  =  o, 

Véquation  du  plan  du  cercle  osculateur  d'une  ligne  à  double 
courbure,  il  faut  que  cette  équation  et  ses  deux  dérivées, 
prime  et  seconde ,  aient  lieu  en  prenant  les  coordonnées  x  ^ 
y,zdn  plan  pour  celles  de  la  courbe  donnée  ,  et  en  regar- 
dant dans  la  formation  des  dérivées  les  coefiiciens  j4,  B,  C 
comme  constans  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  la  théorie  du  contact 
des  courbes  exposée  dans  la  Théorie  des  Fonctions, 

On  aura  donc  ainsi  les  deux  équations  dérivées  dans  les-^ 
quelles  a;'  =  i , 

i  +  jy +  Bz':=z^,    Ay"  +  Bz" -=1  o. 

La  dernière  donne  j5  =  —  ■  ^-  ,  et  cette  valeur  étant  sub- 
stituée  dans  la  précédente ,  on  aura 


- y 


Nous  remarquerons  de  plus  qu'il  suffit  que  le  plan  du  cercle 
wculateur  soit  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  la  surface  ^ 
pour  que  le  rayon  osculateur  soit  perpendiculaire  à  la  surface , 
parceque  ce  rayon  est  nécessairement  perpendiculaire  à  la 
courbe  tracée  sur  la  surface. 

Or  on  démontre  encore  dans  l'application  de  l'Analyse  à 
'a  Géométrie  (  voyez  les  feuilles  déjà  citées)  que  la  conditioft' 
pour  que  deux  plans  représentés  par  les  équations 

atF'(r)  +  yF'(j)  +  aF' (*) -f- *  =:  o 
^  +  Ay'\'Bz^C'=zo 

5 
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»e  coupent  à  angles  droits  ^  est  renfermée  simplement  das^ 
réquation 

L*équation  de  la  surface  F(x,y,z)z=:o  donne  aussi  Técpiaâoi 
dérivéeF'(a:)+/F'(^)  +2'F' (z )  =  o ,  d'où  Ton  tiw 
F'  (x)  =  —  yF'  (jf)  _z'F'(z).  Cette  valeur  snbstitvii 
dans  Véquation  précédente  ^  donnera  celle-ci 

(.<-y)F'Qy)  +  (2?-z')F'(z)=o, 

laquelle ,  en  substituant  les  valeurs  de  ^  et  ^  trouyées  d- 
dessus,  devient 

(*'-y  (*y-y*'))  F'Cy)  -0''+ a*  (*y-y*'))iî'(*)=o^ 

Or  si  on  divise  le  coefficient  de  F' (y)  dans  cette  équation, 

î         •  ■      ■  î 

par  f^*,  V  étant  ]/(  i  4-y  +^'*)>  on  a  la  dérivée  de^p, 

et  de  même  le  coefficient  de  F'  (2)  divisé  par  V^  devient  k 
dérivée  de^,  conune  il  estfacile  de  s'en  assurer  par  le  calcul 

Donc  en  divisant  toute  Téquation  par^*,  elle  pourra  se  noieï 
la  forme  {^F  Cy)  -  (^^^'  (  O  =  o  ,  qui  «th 

même  que  celle  de  Téquation  que  nous  avons  trouvée  po< 
la  ligne  la  plus  courte. 

Clairaut  a  remarqué  le  premier  dans  les  Mémoires  de  VA» 
demie  des  Sciences  de  lySS,  que  ,  quelle  que  soit  la  fi{ 
de  la  terre ,  la  ligne  qu'on  y  tracerait  en  plantant  conti 
lement  des  piquets  perpendiculaires  à  l'horizon  ,  de  manii 
qu'ils  soient  elTacés  les  uns  par  les  autres  ,  comme  on  l'a  pi 
tiqué  dans  la  description  de  la  perpendiculaire  à  la  méri 
de  Paris ,  aurait  la  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  enl 
tous  ses  points.  Ainsi  la  détermination  de  cette  ligne  dé 
de  l'équation  générale  qu'on  vient  de  trouver. 


\ 


sous 
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En  supposant  que  la  terre  soit  un  sphéroïde  de  révolution , 
si  on  prend  l'axe  des  x  pour  Taxe  de  la  terre  ,  dont  le  centre 
soit  l'origine  des  coordonnées, -et  qu'on  nomme  r  l'ordonnée 
de  la  courbe  des  méridiens ,  on  aura  r=  v/  Qy*-(-z*).  Donc 
éi.-F(x,r)=o  est  l'équation  de  cette  courbe ,  elle  devien- 
idra  celle  de  la  surface  du  sphéroïde  ,  en  y  substituant. . . . 

%/^iy^  +  *"*)  po^r  r  ;  et  à  cause  de  /  -zz?^ s 


on  aura 


desorte  que  l'équation  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  le  sphé- 
Sroïde ,  deviendra 

(0^-(F)-y=°' 

laquelle  est  du  second  ordre  ,  mais  dont  la  prknitive  du  pre- 
Unier  ordre  est 

■y  **  > 

lo  étant  une  constante  quelconque.  Cette  équation  combinée 
svec  l'équation  F  (x ,  r )  =0,  suffira  pour  construire  la  courbe. 

Ce  problême  est  traité  avec  beaucoup  de  détails  dans  le 
«quatrième  volume  des  ouvrages  de  Jean  SemouUL 

Le  problême  de  la  ligne  la  plus  courte  conduit  naturellement 
8&  celui  de  la  surface  de  la  moindre  étendue.  Nous  avons  déjà 
^Tu  plus  haut  que  l'on  a  alors 

3*011  l'on  tire  la  variation 

r  ^  ■  ■        ^^     ■     s 


V 
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laquelle  étant  comparée  à  la  formule 

domie 

L  —  o,  M=y,  iV  =  ^ 

et  de  là  résulte  Téquation  générale 


(rï<ry= 


o. 


Cette  équation ,  en  effectuant  les  dérivations  indiquées ,  se 
réduit  à 

riz"'  +  z^")  -  iz^'F^'  +  zT')  =  o  ; 

or  en  prenant  successivement  les  dérivées  par  rapport  à  x  e 
â^^  on  trouve 

FF''  =  z'^z"^  +  z^'z'^ 
rr^'^z'^z'^+z^z^l 

déserte    qu'en    multipliant  Téquation  précédente  par  F, 
substituant  les  valeurs  de  ^*,  W'"*^  W*\  on  aura  apr 
les  réductions^ 

(i  4  (a'')»)2i'''— 2a'a'V/+  (i  +  (a'')*)  2."'  =  o. 

Et  si  on  aime  mieux  employer  la  notation  proposée  à  la  En 
la  leçon  dix-neuvième  ^  on  aura  pour  l'équation  de  la  moin 
surface  ^ 

(■+(^)*)(7-)-K$)(f)(é) 

o* 


+(-<-(7))(^.)= 
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Monge  et  Legendre  ont  trouvé ,  par  des  méthodes  ingé- 
k^uses ,  réquation  primitive  de  cette  équation  du  second 
i»xdre  ;  mais  la  forme  sous  laquelle  elle  se  présente ,  la  rend 
^«u  susceptible  d'applications  utiles,  ployez  les  Mémoires  de 
^jicadémie  des  Sciences  de  ijSj, 

Pour  donner  encore  un  autre  exemple ,  nous  reprendrons 
^  problême  si  connu  de  la  bracristochrone ,  ou  ligne  de  la 
plus  vite  descente  ;  mais  nous  la  considérerons  dans  un  milieu 
r"é8istant  comme  une  fonction  quelconque  de  la  vitesse. 

Soient  les  abscisses  x  dirigées  verticalement  de  haut  en  bas, 
mt  parconséquent  les  ordonnées  j^  horizontales.  Si  on  nomme  g 
la  force  constante  de  la  gravité,  z  le  quarré  de  la  vitesse, 
^t  çz  la  fonction  de  la  vitesse  qui  est  proportionnelle  à  la 
^résistance ,  les  principes  de  la  mécanique  donnent  l'équation 

z'  —  Qg  +  Q(^zX  v/(i+yO  =  o 

pour  la  détermination  de  z;  et  le  temps  qui  doit  être  un  maxi- 
mum ou  un  minimum ,  est  exprimé  par  la  fonction  primitive 

.  r      •  V(i+yo 

de  1  expression  — ^ — ^,*^     . 

y/z 

En  comparant  ces  formules  aux  formules  générales ,   on 
aura 

yz 

et  la  fonction  F(x,  j^,  y',  z ,  a'. . .  )  qui  étant  égalée  à  zéro , 
donne  l'équation  de  condition ,  sera 

On  aura  donc 
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Et  de  14 

Ensuite  on  aura  l'équation  variée 
et  parconséquent 


/ 


De  là ,  on  aura 

r=:_r ,2!! _T  r= — , — 12_ . 


2 


as" 

(Z)=2Xî'zXV^(i+y')   —  x',(Z)  =  ^. 
D'après  ces  valeurs ,  on  aura  les  équations  générales 

r+(r)=o-,  z  +  (Z)=o, 

et  l'équation  aux  limites 
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tu  faisant 

«/  =  (f+(r))^  +  (z+(Z))i; 

û  on  yeut  tenir  compte  de  la  variation  de  x  ^  on  aura 


+  (Z+(Z))(i-a'i) 
Les  deux  équations  générales  se  réduisent  à  celles-ci  : 

-   Ux+/)xv/ J^["^^^^ 7Ô+F)J=°- 

^  V^^'i;:/ ^ + ax^'a  X  v' (i  +y*) — x' = o , 

aa* 
dont  la  première  a  pour  primitive 

y y !_ 

v.(i+y.)^/â"'"*^*^''^  KCi+y')~ï/â* 

a  étailt  une  constante  arbitraire. 

n  faudra  substituer  dans  celle-ci  la  valeur  de  a  tirée  d(i 
la  seconde  ;  ensuite  il  faudra  éliminer  z  par  le  moyen  de  Té- 
quation  de  condition 

et  réquation  résultante  en^  et  x  sera   celle  de  la  courbe 
cherchée. 
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Comme  z  représente  le  carré  de  la  vitesse  ,  et  que  VèxpA" 
tion  en  z  est  du  premier  ordre  ^  la  valeur  de  z,  tirée  de  Fé-- 
quation  primitive  de  celle-ci ,  contiendra  une  constante  arbi- 
traire qui  dépendra  de  la  vitesse  initiale  imprimée  au  mobile. 

On  peut  donc  regarder  la  valeur  de  z^  à  la  première  li- 
mite^  comme  une  fonction  donnée  des  coordonnées  initialei 
X  et  y.  Ainsi  dénotant  cette  fonction  par  la  caractéristique  A, 
on  aura  la  condition 

Le  cas  du  vide  n'a  aucune  difficulté ,  car  en  faisant  ^2  =  0, 
on  aura  l'équation 

^ -r  t=:  const.  = — r=  1 

où  X  n'entre  pas. 

Ensuite  on  a  z'— agtrro,  d*où  Ton  tire  z=agx+i.  Ea 
rapportant  cette  équation  à  la  première  limite  ,  on  a 
Zo  =  Qgx^  +  b ,  d'où .  b=:Zo'^  ^g^o-  Ainsi  la  valeur  com- 
plète de  z  sera 

zz=:zg  (x —  Xo)  +z*- 
Or  l'équation  en  y  donne 


^=^fe)'- 


équation  qui ,    par  la   substitution   de  la  valeur  de  z,  de- 
vient celle  de  la   cycloïde    ordinaire. 

Soit,  pour  abréger, 

yz 
le  problême  général  dépendra  de  ces  trois  équations  du  pr^ 
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nier  ordre  ^ 

a'  —  ag  +  a<fa  X  V'Ci  +/*)  =Q- 
Sion  prend  la  dérivée  de  ^^  on  a 


d*où  Ton  tire 


Va**  / 


1  *        ax'^z  —  f 

— 7— aX^'2=  — î^;;7 ; 

az* 

cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  équation  ci- 
dessus^   on  aura 

«aïs  la  troisième  donne 

ft' =  ag  — a<f>«  X  |/ (i +yO  ; 

substituant    cette  valeur  dans    la    dernière  équation  après 
l'avoir  multipliée  par  z%   elle  se  réduira  à 

a^A'  — t'i/O+yOi::©. 
Or  on  a 

^K(x  +y)=(ti^(i+y))'--^^: 

«tt  la    premiers   équatioa   donne  — -^^ — j--  =  — =  ;     donc 
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réquadon  qu'on  vient  de  trouver^  deviendra 

flg:x'-  (t  1/  (  i  +y)y + S^=o, 

Y  a 
dont  la  primitive  est 

y  a 

et  si  on  substitue  encore  ici  pour  t  sa  valeur^— -^ — -2_-i tirée 
de  la  pr emiàre. équation I  on  aura 

Ainsi  on  a  la  valeur  de  k  qu'on  substituera  dans  rexpres-* 
non  de  t  de  la  première  équation  }  et  il  ne  s'agira  plus  que  de 
combiner  cette  équation  avec  la  troisième  pour  en  éliminer  2. 

Considérons  maintenant  l'équation  au5[  limites  Z/, —  Ùq^o) 
supposons^  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire  ,  que  les  deux 
limites  soient  indépendantes  Tune  de  l'autre ,  on  aura  sépa- 

«  • 

rément  Lo  =  o,  i/,  =  o. 

Or  en  faisant  dans  l'expression  de  U  donnée  plus  haut  le* 
substitutions  nécessaires ,  on  a 


Cette  expression  ,  en  mettant  pour  2'  sa  valeur, 
ag-.  2^2  X  1/  (1  +y*)  et  réduisant,  devient 
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cù  t  est  mise  pour  -—z.  +  a^^,   comme  on  l'a   employée 

ci-dessus;  desorte  qu'en  substituant  encore  à  la  place  de  t 
sa  valeur  donnée  par  la  première  équation  ^  on  aura  plus 
simplement 

Cette  valeur  de  V  devra  donc  être  nulle  aux  deux  limites. 

Pour  la  première  limite ,  nous  avons  vu  ci-dessus  que  Ton 

a  en  général  z«=  A(^o>  ^o)  ;  donc  prenant  les  variations  , 

on  aura 

I 

desorte  que  Féquation  I/o  =  o  donnera  celle-ci  : 

\yoVa  / 

+  (--^  +  ^\yo)  X  Ao)yo=  o. 

Pour  la  seconde  limite ,  on  aura  aussi  Ûj  =  o  ,  équation 

dans  laquelle  la  variation  z^  demeurant  indéterminée^  il  fau- 
dra la  faire  évanouir  en  égalant  à  zéro  son  coefficient  h^: 
Ainsi  on  aura  la  condition  a,  =  o ,  qui  servira  à  détermi- 
ner la  constante  arbitraire  b  de  la  valeur  de  A  trouvée  plus 

haut.  Cette  condition  donne rr;  +  6  =::  o ,  d'où  Ton  tire 

yTv^ 
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Desorte  que  Te^^ression  complète  de  h  sera 


d'où  Ton  aura 


'^'=7h(7"7:> 


^^'^=T^(i^-^)' 


.lihi 


r 
m 

a 


valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  à  la  première 
limite. 

A  regard  de  l'équation  de  la  seconde  limite ,  elle  sera  sim- 
plement, à  cause  de  Ai  =:o, 

-r  +  i'i  =  o ,    savoir ,  x^+y^  Xj?i  =  o. 

y  » 

Cette  équation  est  tout-à-fait  semblable  à  celle  que  nom 
avons  trouvée  dans  le  premier  exemple ,  et  d'où  nous  avons 
conclu  que  la  ligne  la  plus  courte  devait  couper  à  angles 
droits  la  ligne  qui  forme  la  seconde  limite.  Ainsi  la  même 
conclusion  doit  avoir  lieu  pour  la  ligne  de  la  plus  vite  des- 
cente, quelle   que  soit  la  loi  de  la  résistance  du  milieu. 

Revenons  à  la  première  limite.  En  substituant  dans  l'équa- 
tion de  cette  limite  pour  âq,  sa  valeur,  elle  devient 

Maintenant  si  on  désigne  par  {y\)  la  dérivée  de  Tordomfiéejf 
de  la  courbe  qui  forme  la  première  limite,  on  aura,  comme 

OB 
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^^^nTavu  dans  le  premier  exemple,  Téquation^yo — (j'^o)j^o=o- 
lîonc  si  on  .substitue  dans  l'équation  précédente,  au  lieu 

^^  yo9  sa  valeur  (^0)^01  la  variation  a:©   demeurera    arbi- 
%aire,  et  il  faudra  vérifier  F  équation,  en  égalant  à  zéro  1% 

coefficient  de  x^,  ce  qui  donnera 


+ 


(•  +^a-7-3)^-'=' 


équation  à  laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  d'une  des  cons^ 
tantes  arbitraires. 

Supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  simple,  que  la  vi-* 
tesse  initiale  i/z^  soit  donnée  indépendamment  du  lieu  de  dé- 
part; on  aura  alors  2o=^  à  j^ne  constante;  donc 

/^  ix^ ,  y^)  :sz  comt. 
et  parconséquent 

•t  l'équation  précédente  deviendra 

^  +  (y6)=o,      «avoir:  i+y,(yo)=o. 

Dans  cette  équation  iyj^  exprime  la  tangente  de  l'angU 
que  fait  avec  l'axe  des  x,  la  tangente  à  la  courbe  de  la  pre-* 
mière  limite,  dans  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  la 
'  ligne  de  la  plus  vite  descente,  ety^  exprime  la  tangente  de 
Tangle  que  fait  avec  le  même  axe  la  tangente  à  cette  même 
ligne  au  pcnnt  de  la  seconde  limite  ;  et  il  suit  de  cette  équa-* 
^on  ^  comme  nous  l'ayons  vu  dans  le  premier  exemple ,  que 

li 
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la  différence  de  ces  deux  angles  doit  être  égale  à  un  angle- 
droit.  Donc  il  faadra  que  la  tangente  à  la  courbe  de  la  pre- 
mière limite  soit  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  ligne  de 
la  plus  vite  descente  au  point  de  la  seconde  limite  ;  et  comme 
nous  ayons  déjà  vu  que  cette  tangente  doit  être  perpendicu- 
laire à  celle  de  la  courbe  de  la  seconde  limite  ;  on  en  con- 
clura que^  dans  le  cas  dont  il  s*agit,  la  courbe  de  la  plus  vite 
descente  devra  rencontrer  les  deux  courbes  des  limites  dans 
des  points  où  les  tangentes  soient  parallèles  entr*elles. 

Mais  si  on  veut  que  la  vitesse  initiale  soit  toujours  celle 
que  le  corps  acquerrait  en  tombant  d'un  même  point  donné  ; 
nommant  h  la  hauteur  de  ce  point  au-dessus  de  Taxe  hori- 
zontal des  ordonnées  y ,  on  aura  h^^-x^  pour  la  hauteur  due 
à  la  vitesse  initiale  dont  z^  est  le  carré  ;  et  les  principes  de 
la  mécanique  donneront 

Donc  A(Xo,  yo)  =  2g(A+Xo);  et  de  là  A'(Xo)  =  ajr, 
A'(^o)  =  o ,  ce  qui  réduira  l'équation  de  la  première  li- 
mite à  celle-ci  : 

;7-  +  Cyo')  =  o,      savoir:    i+yo(y)o  =  o, 

laquelle  montre,  comme  on  Ta  vu  dans  le  premier  exemple, 
que  la  ligne  de  la  plus  vite  descente  doit  couper  aussi  à  angles 
droits  la  ligne  qui  forme  la  première  limite. 

On  avait  trouvé  ces  mêmes  résultats  pour  la  ligne  de  la 
vite  descente  dans  le  vide.  (  Voyez  le  quatrième  volume  des 
Mémoires  de  Turin  ,  et  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  pour  les  années  1767  et  1786).  L'analyse  précé- 
dente fait  voir  que  les  conditions  relatives  aux  limites  sont 
indépendantes  de  la  résistance. 
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Si  au  lieu  de  la  courbe  de  la  plus  vite  descente ,  on  deman- 
dait celle  où  la  yîtesse  acquise  serait  un  maximum ,  il  faudrait 
rendre  la  quantité  z  un  maximum ,  et  Ton  aurait  le  cas  où 
iK)us  ayons  vu  que  les  équations  générales  se  réduisent  sini-* 
plement  à  (F)=o  et  (Z)=o,  savoir 


D-«*Xp:(î+7ôJ="> 


et  2k^'z X  l/(  1  +y*)  —  a'  =  o, 

équations  qu*il  faut  combiner  avec  Féquation  en  z 

La  première  a  pour  primitive 

et  si  on  opère  sur  ces  trois  équations  comme  on  Ta  fait  dans 
le  cas  précédent^  on  parviendra  de  la  même  manière  à  Téquation 

^^  =  ■777=+* 

y  va 

qpî  donne  la  valeur  de  a;  ensuite  les  deux  dernières  équation» 
«i-dessus  donneront  la  vitesse  |/«,  et  la  fonction  jr  en  x,  d'où 
dépend  la  fonction  cherchée. 

A  regard  des  limites^  on  aura. dans  le  cas  dont  il  s'agit^ 
en  faisant  varier  à-la-fois  x.,  y,Zy 

ûzzziY)  Cy— yi)  +  (i)(â— a'i)+./i, 

t  1 

formule  qui  en  substituant  les  valeurs  de  (K)^  (Z)  et  de  z\ 
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«t  réduisant ,  deyient 

Et  si  on  substitue  encore  dans  celle-ci  les  valeurs  de  ogK  et 
de  2hçz  tirées  des  deux  dernières  équations  primitives  >  on  aura 
enfin 

y  a 

Desorte  que  les  deux  équations  aux  limites  L^^  =  o  et  &i  s  » 
deviendront 

Y  a 

—  bxi  +  — Ti-Vi  +  ( A,  +  1  )  i^  z=:  o. 
y  a 

La  vitesse  initiale  dont  z^  est  le  quarré,  doit  être  donnée;  si 
on  la  suppose  indépendante  du  lieu  du  départ  >  z^  sera  une 
quantité  constante  dont  la  variation  sera  parconséquent  nnlle; 

donc  Zo  =  o.  Alors  la  première  équation  se  réduira  à 

Pour  la  seconde  9  comme  rien  ne  détermine  la  valeur  dez», 
il  faudra  que  son  coefficient  soit  nul,  et  qu'il  donne  Xi  +  ^^^ 
€t  7l,  =  —  1 ,  condition  par  laquelle  on  déterminera  la  valeur 
de  la  constante  arbitraire  b. 

Cette  équation  deviendra  ainsi 

y  a 
Si  les  deux  points  extrêmes  de  la  courbe  étaient  donnés ,  lei 
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nrariations  de  a?o ,  j^o ,  ^i  >  yi  seraient  nulles  et  les  deux  éguationt 
.^seraient  satis&itieâ  d'ellee-tnêmes. 

Mais  si  la  question  est  de  trouver  la  ligne  par  laquelle  le  corps 
partant  d'une  courbe  donnée,  et  arrivant  à  une  autre  courba 
donnée ,  acquiert  la  plus  grande  -ntesse  ;  nommant ,  comme 
plus  haut,  QyoO  «*  C/î)  'es  tangentes  des  angles  que  les  tan- 
'  gentes  à  ces  courbes  font  avec  Taxe  aux  deux  extrémités  de 
la  ligne  cberchée,  on  aara ,  ainsi  <pxon  Va  vu  dans  le  premier 
vxemple , 

i'o— <yo)i.  =  o,   etj'.  — (yi)ii=o; 

et  ces  équations  étant  combinées  avec  les  deux  précédentes  , 
donneront 

(y,)=AV^,   et  Or'.)=il/J; 

â*où  Ton  peut  conclure  que  les  tangentes  aux  deux  courbes 
des  limites,  doivent  être  parallèles  entr* elles ^  comme  dans  la 
,    courbe  de  la  plus  vite  descente. 

Ces  exemples  peuvent  suffire  pour  montrer  l'usage  de  nos 
formules  générales ,  et  surtout  des  équations  aux  limites  qui 
n'étaient  pas  connues  avant  le  calcul  des  variationt^  et  sani 
lesquelles  on  n'aurait  que  des  solutions  incomplètes. 


FIN. 
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Pv+Pa, 

lorsque  la  fonction  2^  contient  l'arc  s  de  la  courbe^  ce  qm  est 
contraire  à  la  théorie  d'Euler,  quon  Vient  d'exposer. 

Par  exemple ,  dans  la  solution  de  Tailor  y  qui  est  une  de» 
plus  simples^  si  on  y  substitue  les  dénominations  précédentes^ 
qu'on  suppose 

et  qu'on  fasse ^  pour  abréger,  -^=^  ,  on  a  cette  valeur  dif- 
férentielle 

provenante  des  variations  v  et  eu  des  of  données  j^  et  y  dans  les 

I  11 

trois  élémens  Z  dx-f^Zdx  ^Z  dx  ^  qui  sont  les  seuls  que 

Tailor  considère. 

!  Mais  ]  e  remarque  que  cette  valeur  n'est  pas  la  valeur  différen- 
l  tielle  complète  de  la formul e  intégrale  fZ  dx;  car ,  par  les  for- 
I  mules  exactes  de  l'ouvrage  cité  à!Euler,  la  seule  variation  v  de 
r  Fordonnée  y,  dans  la  formule /ZcLr^  donne  la  valeur  différentielle 

1  (iVdx— J.  (^H'-'fLdx)q)v, 

,  où  H  est  la  valeur  de  fLdx  y  correspondante  à  une  abscisse 
donnée  a,  pour  laquelle  fZdx  doit  être  un  maximum  ou  un 
,  minimum,,  Desorte  que,  pour  les  deux  variations  simultanées 
}  f  et  «y ,  la  vraie  valeur  différentielle  sera 

ï  (^Ndx  —  d,  iH—fLdx)q)v 

+  (^Ndx  —  d.  {n-^fLdx)q)o^^. 


I      On  voit  d'abord  par  J4  que  la  valeur  différentielle  de  Tailor 
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donnerait  une  solution  fausse  ^  si  on  voulait  l'employer  à  troa^ 
yer  la  courbe  dans  laquelle  fZ  dx  serait  un  maximum  ou  un 
minimum  entre  toutes  les  courbes  possibles ,  dans  lequel  oas  il 
•ufiit  d'ayoir  égard  à  la  variation  d*une  seule  ordonnée  ;  car  en 
égalant  à  zéro  cette  valeur  différentielle^  et  supposant  »  nul, 
on.  aurait  l'équation 

tandis  que  la  solution  à!Euler  donnerait 

Ndx-^d.  (^H—fLdx)  9  =  0, 

qui  est  la  véritable  équation  du  problème. 

Dans  le  cas  des  isoperimètres,  il  arrive  néanmoins  que  les  deux 
solutions  s'accordent  ;  car  alors  la  propriété  commune  dei 
courbes  est  Tare  s ,  c'est-à-dire  la  formule  /i/  (  da7*  +  i(y'  ), 

ou/^/  (  1  -f-p*)  fir,  en  faisantp=  ^\  ainsi  on  a  de  plut 

la  formule  fYdx  où  7=1/  (i-f-p*),  dont  la  valeur 
différentielle  doit  être  nulle ,  en  même  temps  que  celle  de 
fZdx, 

Or  par  la  construction  et  l'analyse  de  Tailor,  on  a  pour 
cette  formule  ,  la  valeur  différentielle 

'•^dq.y  —  dq,d»\ 

et  par  les  formules  de  l'ouvrage  SEuler  ^  on  a  de  memt 
— dq,v  pour  la  valeur  différentielle  due  à  la  seule  variation  1  \ 
desorte  que  ^  pour  les  deux  variations  t'  et  a>  ^  on  aura  ég^ 
lement 

I 

Ainsi ^  suivant  Tailor ,  on  doit  avoir ^  dans  ce  cas,  les  deux 
équations 
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